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Для системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с гладкой правой частью в терминах свойств нелинейного 
приближения ее оператора  монодромии получен  признак  вет- 
вления малого устойчивого по параметру периодического  
решения.  

For system of the ordinary differential equations with smooth 
right part in terms of properties of nonlinear approach of her opera-
tor of a monodromy the sign of branching of the small periodic 
solution stability on parameter is received. 
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Рассмотрим в nR  систему дифференциаль-

ных уравнений  
   nntfxtfx 0),0,(),,,( ≡= μμ ,             (1) 

с ω -периодической по t  правой частью, гладко 
зависящей от x  и от малого параметра mR∈μ . 
Допустим, система (1) локально удовлетворяет 
условиям существования и единственности реше-
ния ),,,( μatx  .),,0( aax =μ  Кроме того, решения 
продолжаемы по t  на промежуток ],0[ ω . 

Определение 1. Решение *)*,,( μatx  – малое, 
если возможна параметризация ,0)(* naa ≠= α  

),(* αμμ =  ,0 Δ<<α  ,0*lim
0

na =
→α

 m0*lim
0

=
→

μ
α

. 

При этом пара ))0(),0(( μ′′a  – направление ветв-
ления малого решения. 

Пусть ∗  – какая-либо норма в nR  и согла-
сованная с ней матричная норма. 

Определение 2. Малое решение α -устой-
чиво, если для сколь угодно малого числа 0>ε  
существуют такие числа 0, 21 >δδ , что при всех 

1: δ<uu , 20: δαα <<  и 0>t  справедлива 

оценка εμμ <−+ *)*,,(*),*,( atxuatx . 
Задача. Найти условия, при которых система 

вида (1) имеет малое α -устойчивое ω -периоди-
ческое решение. 

Как известно [1], начальное значение перио-
дического решения является неподвижной точкой 
оператора монодромии ),,(: μω axaUa → . Более 
того, свойство устойчивости периодического ре-
шения по Ляпунову можно установить по свойст-
вам степеней оператора монодромии [1]. 

Определение 2 является по существу моди-
фикацией свойства устойчивости по параметру, 
исследованного на основе комбинации методов 
усреднения и функций Ляпунова [2]. При этом 
предполагалось, что имеет место критический 
случай, когда при нулевом значении параметра 
известна функция Ляпунова, обеспечивающая не-
асимптотическую устойчивость нулевого решения. 
Заметим, что свойство устойчивости по параметру 
естественно связано с ветвлением малого решения 
от нулевого. В отличие от устойчивости по Ляпу-
нову, свойство устойчивости по параметру  
нулевого решения наследуется малым ограничен-
ным решением. Если же малое решение оказыва-
ется устойчивым по параметру, то нулевое реше-
ние устойчиво, по крайней мере, условно.  

Итак, поставленную здесь задачу будем ре-
шать по свойствам оператора монодромии. С этой 
целью используем приведенные ниже утвержде-
ния. 

Лемма 1. Малое ω -периодическое решение 
*)*,,( μatx  является α -устойчивым тогда и толь-

ко тогда, когда для любого 0>ε  существуют 
0, 21 >δδ , для которых из неравенств 1δ<u , 

20 δα <<  следует, что при всех Ns∈  определено 
значение *),*,( μω uasx +  и справедлива оценка 

εμω <−+ **),*,( auasx . 
Доказательство. Необходимость данного ут-

верждения очевидна, если в определении 1 взять 
ωst =  и учесть, что .**)*,,( aax =μω   
Достаточность устанавливается по схеме  

доказательства леммы 9.1 [1]. В силу локальной 
продолжаемости решений системы (1), 1δ  и 2δ  
можно считать такими, что любое решение 
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*)*),,*,(,( μμω uasxtx +  для всех Ns∈  опреде-
лено при ],0[ ω∈t , то есть продолжаемо вправо  
от .ωs  Значит любое решение *),*,( μuatx +  не-
локально продолжаемо. В силу непрерывной зави-
симости решений системы (1) от начальных значе-
ний и параметров можно считать, что εδ ≤1  и 

εμτμτ <−+ )**,,(*),*,( axuax  при любых 

),0[ ωτ ∈ , если 21, δαδ <<u . Следовательно, 
по групповому свойству динамической системы 
для произвольного ,τω += st  ]/[ ωts = , при всех 

1: δ<uu , 20: δαα <<  получим оценку: 

.)**,,(*)*),,*,(,(

)**,,(*),*,(

εμτμμωτ

μμ

<−+=

=−+

axuasxx

atxuatx
. 

Итак, по определению 2 решение *)*,,( μatx  
α -устойчиво. Лемма 1 доказана.  

Лемма 2. Если для  любого  01 >δ  сущест-
вует такое 02 >δ , что при 1δ<u , 20 δα <<  

справедлива оценка uauax ≤−+ **),*,( μω ,  
то малое ω -периодическое решение *)*,,( μatx   
α -устойчиво.  

В справедливости леммы 2 нетрудно убе-
диться по индукции, применив лемму 1.  

Определим локальную структуру оператора 
монодромии для системы (1), пользуясь условием 
достаточной гладкости ее правой части. 

Выделим линейную часть рассматриваемой 
системы (1) и запишем ее в виде 

),,(
~

)( μxtfxtAx += ,                     (1) 

где )0,0,()( mnx tftA ′= , .)(),,(),,(
~

xtAxtfxtf −= μμ  

При этом nnmnx tf 0)0,0,(
~

≡′ . Решение системы (1) 
представимо в виде  

++= ),,()(),,( 1 μμ atyatXatx  
)),,(),,(( 1 μμ atyaty −+ .  

Здесь )(tX  – фундаментальная матрица системы 
xtAx )(= , EX =)0( ; вектор-функция =),,( μaty  

∫ −=
t

daxfXtX
0

1 )),,,(,(
~

)()( τμμτττ  –  решение 

системы );,)(,(
~

)( μyatXtfytAy ++= =),,(1 μaty  

∫ −=
t

daХfXtX
0

1 ),)(,(
~

)()( τμτττ .  Предположим, 

что вектор-функция ),,(1 μω ay  допускает выде-
ление главной однородной части от начального 
значения и параметра:  

=),,(1 μω ay ),(~),( μμ aрaр + , 

где ),,(),( μαμα apap k=  0),(~lim
0

≡−

→
αμαα

α
aрk  

(в смысле равномерной сходимости), Nk ∈ , 1>k .  

Тогда в силу представления решения получим, что 
вектор-функция   ),,(),,(),( 1 μωμωμϕ ayaya −=   

удовлетворяет условию 0),(lim
0

≡−

→
αμαϕα

α
ak .  

Итак, решая поставленную здесь задачу,  
будем предполагать, что для системы (1) оператор 
монодромии достаточно гладко зависит от a ,  
от μ  и имеет вид 

),,(),(),,( μψμμω aapXaax ++=           (2) 
)(ωХX =  – матрица монодромии соответствую-

щей линейной однородной системы xtAx )(= , 
),(),(~),( μϕμμψ aaрa += ; выполняется необхо-

димое условие ветвления ω -периодического  
решения [1] 

0)det( =− EX ,                          (3) 
и, кроме того, имеет место критический случай 
устойчивости по линейному приближению 

1)( =Xρ                                (4) 
(здесь )(∗ρ  – спектральный радиус матрицы).  

Допустим, существует пара ),,( 00 μa  
}}0{\]int{ker[0 nEXa −∈ , т00 ≠μ , удовлетво-

ряющая условиям 
,0),( 00 nap =μ                           (5) 

,nrangP =                              (6) 
где )],(),([ 0000 μμ μ apKapP a ′′=  – mn× -матри-
ца, K  – фундаментальная матрица решений  
линейной алгебраической системы naЕX 0][ =− . 
Предположим, существуют числа 0>c  и 0>b , 
для которых при всех c=λλ :  и малых 0>α  
справедлива оценка 

bPX αλα −≤+ 1)(~ ,                    (7) 

)(~ uP  – какая-либо пn× -матрица из условия 

).,()(~
00 μuapuuP +=   

Теорема 1. Если выполняются условия (3)–
(7), то система (1)–(2) имеет α -устойчивое малое 
ω -периодическое решение с направлением вет-
вления ),( 00 μa . 

Доказательство. С учетом представления (2) 
условие, связывающее начальное значение и пара-
метр, определяющие ω -периодическое решение, 
примет вид  

.0),(),(][
),,(

naapaEX
aax

=++−=
=−

μψμ
μω

          (8) 

В  силу  (6)  выберем  Kza +0 ,  mR∈μ  так, чтобы 
 vBzcolonP =),( μ , 0det ≠B ,              (9) 

где B  – nn× -матрица, составленная из линейно 
независимых столбцов матрицы P , nRv∈  – век-
тор, составленный из ненулевых элементов векто-
ра ),( μz . Допустим, в условии (8) )( 0 Kzaa +=α , 

)( 0 μμαμ += , 0≥α  – числовой параметр. Обо-
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значим +++= − ))(),((),(~
00 μμααψααψ Kzav k  

)),(( 00 BvKzap −+++ μμ  при 0>α . Из пред-
ставления (2) следует, что nn 0)0,(~lim

0
=

→
αψ

α
, 

nnnv 0)0,(~lim
0

=′
→

αψ
α

. Поэтому можем предпола-

гать справедливой определенность ),(~ vαψ  по не-
прерывности  

nn 0)0,0(~ =ψ , nnnv 0)0,0(~ =′ψ .          (10)    
Таким образом, по условиям (5) и (9) получим 
уравнение с локально гладкой левой частью,  
связывающее переменные α  и v :  

nvBvvF 0),(~),( =+= αψα .             (11) 
В силу (9) и (10) имеем nnF 0)0,0( = , 

BF nv =′ )0,0( . Значит по теореме о неявной функ-
ции существует такое 0>Δ , что уравнение (11) 
определяет однозначную функцию )(αvv = , 

Δ<<α0 , nv 0)(lim
0

≡
→

α
α

. Зная )(αvv = , составим 

векторы )(αzz =  и )(αμμ = , а затем и векторы 
))((* 0 αα Kzaa += , ))((* 0 αμμαμ += , Δ<<α0 ,  

удовлетворяющие условию (8). Так как 00 >a   
по условию (5), то без ограничения общности 
можно считать, что )(0 αKza >  при Δ<<α0 , 
то есть na 0* ≠  при Δ<<α0 . Итак, система (1)–
(2) имеет малое ω -периодическое решение 

*)*,,( μatx . 
Определим характер устойчивости решения 

*)*,,( μatx  с помощью леммы 2.  
 

Пусть **),*,(),( auaхud −+= μωα . Так как 
))((* 0 αα Kzaa += , ),0( Δ∈α , то naЕX 0*][ ≡− . 

Очевидно ,0**),*,( пaaх ≡−μω  а значит 

пaap 0*)*,(*)*,( ≡+ μψμ . Поэтому в силу равен-
ства (2) справедливо представление += Xuud ),(α  

),(~),( 00 uuap αψαμα +++ , где =),(~ uαψ  
*).,*()),(*),*(( 00 μψαμαμ uauapuap +++−+=  

Допустим, αλ=и , c=λ . Так как пп 0)0,(~ ≡αψ , 

то возможен выбор такой пn× -матрицы )(~ αΨ , 
что иu )(~),(~ ααψ Ψ= . При этом выполняется усло-

вие 0)(~lim 1
0

≡Ψ−

→
αα

α
k . Следовательно,  

uuPXud k )(~)](~[),( 1 αλαα Ψ++= − .     (12)   
Произвольно выберем :1δ  Δ≤< 10 δ . Так 

как bPX kk 11 1)(~ −− −≤+ αλα  по условию (7)  

и 0)(~lim 1
0

≡Ψ−

→
αα

α
k , то можем предполагать, 

что 2/)(~ 1bk−<Ψ αα  при c/12 δδα =< . Тогда 

из представления (12) в силу введенного обозна-
чения при 1: δ<ии и 2δα <  получим оценку  

ubauaх k ]2/1[**),*,( 1−−≤−+ αμω .   (13) 
Итак, по лемме 2 решение *)*,,( μatx  являет-

ся α -устойчивым. Теорема 1 доказана. 
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ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATION 
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Показано, что теорема С.А. Чаплыгина о дифференци-

альном неравенстве для линейных дифференциальных уравне-
ний второго порядка справедлива лишь на конечных проме-
жутках, размер которых в ряде случаев определяется с помо-
щью дифференциального уравнения Риккати. 

 
Ключевые слова: линейное обыкновенное дифференци-

альное уравнение второго порядка, дифференциальное уравне-
ние Риккати,  дифференциальное неравенство, интегральная 
кривая. 

It is shown that the Chaplygin differential inequality theorem 
for linear differential equations of second order is valid only 
in finite intervals, the size of which in some cases is determined  
by the Riccati differential equation. 

 
 
Keywords: second order linear ordinary differential equation, 

Riccati differential equation, differential inequality, integral curve. 
 

 
 
Теоремы сравнения, лежащие в основе так 

называемого принципа сравнения, играют важную 
роль в исследовании различных классов нелиней-
ных задач как для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, так и для уравнений в частных 
производных. Эти теоремы гарантируют сущест-
вование (а при некоторых естественных требова-
ниях и единственность) решения задач на основа-
нии существования так называемых верхних  
и нижних решений. Данный подход в исследова-
нии нелинейных задач носит также название мето-
да дифференциальных неравенств и по сути явля-
ется развитием идей метода «вилки» решения  
нелинейных конечных уравнений. Эта задача 
впервые с точки зрения метода дифференциаль-
ных неравенств была рассмотрена С.А. Чаплыги-
ным в начале 20-х годов прошлого века и положи-
ла начало одному из наиболее эффективных мето-
дов качественной теории нелинейных дифферен-
циальных уравнений. 

Как известно, теорема Чаплыгина о диффе-
ренциальных неравенствах [1] для обыкновенных 
дифференциальных уравнений высших порядков 
имеет ограниченную применимость даже в случае 
линейных уравнений. 

Исследованию границ применимости теоре-
мы посвящены работы  [2–5]. Несмотря на эти ра-
боты, вопрос об эффективности применения мето-
да Чаплыгина к решению дифференциальных 
уравнений высших порядков, в частности линей-
ных, нельзя считать решенным. 

В работе [1] С.А. Чаплыгин установил теоре-
му о дифференциальном неравенстве, которая для 
дифференциального уравнения первого порядка 
вида 

  y' = f(x, y)                              (1) 
формулируется следующим образом. 

Теорема. Непрерывная кривая y = v(x), про-
ходящая через точку Р(x0, y0) и вдоль которой 
справедливо неравенство  

v' > f(x, y),                               (2) 
лежит существенно выше интегральной кривой y = 
= y(x) дифференциального уравнения (1), прохо-
дящей через точку Р.     

Применимость этой теоремы не ограничива-
ется никакими дополнительными требованиями, 
так как одна лишь справедливость неравенства (2) 
на каком-нибудь промежутке (х0, х1) влечет обяза-
тельную справедливость неравенства v(x) > y(x) 
всюду на этом промежутке. 
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Рассмотрим линейное дифференциальное 
уравнение второго порядка 

y'' – p1(x)y' – p2(x)y – q(x) = 0,           (3) 
где p1, p2, q – непрерывные функции от х с непре-
рывными производными. Рассмотрим следующую 
задачу.  

Пусть задана непрерывная функция v(x)  
с двумя непрерывными производными, удовлетво-
ряющая начальным условиям v(x0) = у0, v'(x0) = y0' 
и неравенству v'' – p1(x)v' – p2(x)v – q(x) > 0 на не-
котором промежутке х0 < x < х1. Можно ли тогда  
утверждать, что и на всем этом промежутке спра-
ведливо неравенство 

v(x) > y(x),                           (4) 
где y(x) – интегральная кривая уравнения (3), удов-
летворяющая условиям y(x0) = у0, y'(x0) = y0'? 

Смысл поставленной задачи состоит в оты-
скании границы Г, Г > x0, возможно более удален-
ной от начальной точки x0 и такой, что на проме-
жутке (х0, Г) справедливо неравенство (4). 

Для дифференциального уравнения первого 
порядка очевидно имеем Г ≥ х1. 

Задача ставится так: могут ли существовать 
дифференциальные уравнения второго порядка, 
для которых Г < х1? 

Промежутком применимости теоремы о диф-
ференциальном неравенстве назовем промежуток 
(х0, Г), а радиусом применимости этой теоремы – 
длину промежутка, равную Г – x0. 

С.А. Чаплыгин разработал способ оценки 
снизу границы Г применимости теоремы о диффе-
ренциальном неравенстве. Этот способ назовем 
способом ограничительного уравнения Риккати. 

Если дифференциальное уравнение Риккати 
z' + z2 + p1(x)z + (р1'(x) – p2(x)) = 0, 

сопоставляемое с данным линейным уравнением 
(3), имеет хотя бы одну интегральную кривую  
z(x),  непрерывную  на  промежутке (х0, х1), то  
на этом промежутке соблюдается неравенство (4). 

Предположим, что функции p1 и p2 не зависят 
от х, то есть являются постоянными. Тогда урав-
нение  Риккати  интегрируемо  и  

∫ +=
−+

− .
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2 Cx
pzpz

dz  

Если корни уравнения  z2 + p1z – p2 ≡ (z–a)2=  
= 0 совпадают, то z = a + (x+C)-1. Если корни этого 
уравнения действительны и различны, то z2  +  
+ p1z  –  p2  ≡  (z–a) (z–b)  и z = {aC – exp[(b –  
– a)x]}/{C – exp[(b – a)x]}. Если корни уравнения 
мнимые z2 + p1z – p2 ≡ (z–a)2 + b2 , b ≠ 0, то z = a +  
+ btg(bx + C).  

В первых двух случаях, изменяя величину С, 
границу х1 можно отодвигать сколь угодно далеко. 
В третьем случае полюсы выражения для z обра-
зуют на оси Ох правильную решетку с шагом π/b. 
С изменением С никакой выбор ее величины не 
может заставить число х1 удалиться от х0 более чем 
на π/b. Следовательно, способ ограничительного 
уравнения Риккати даст лишь Г ≥ π/b.  

Рассмотрим теперь дифференциальное урав-
нение второго порядка 

y'' + y = 0                                (5) 
с начальными условиями у0 = 0, y0' = 0 при х0 = 0.                  

Способ ограничительного уравнения Риккати 
показывает, что радиус применимости теоремы  
о дифференциальном неравенстве больше или ра-
вен π. Покажем, что этот радиус не может превос-
ходить число π. Интегральная кривая y(x) уравне-
ния (5) тождественно равна нулю. В качестве 
функции сравнения примем 

( ) ( ) ( )∫ −= dssxsxv sinα ,                 (6) 
где α(x) – непрерывная положительная функция  
от х. Функция (6) является интегральной кривой 
дифференциального уравнения 

v'' + v = α (x) ,  v(0) = 0,  v '(0) = 0 
и значит везде удовлетворяет дифференциальному 
неравенству v'' + v > 0. 

Пусть ε > 0 – сколь угодно малое положи-
тельное число. Выберем функцию α(x) так, чтобы 
на отрезке 0 ≤ x ≤ ε она была тождественно равна 
1, а на отрезке ε ≤ x≤ ε+ε 3 была бы тождественно 
равна ε 3.  Кроме того,  на отрезке ε ≤ x≤ ε +ε 3   
выберем функцию α(x) линейной. Тогда для инте-

грала (6) имеем ( ) ,
3

3

0
∫∫∫
+

+

+
++=+

επ

εε

εε

ε

ε
επv где 

,
2

sin2 2

0

εε
−=∫  ,3

3

ε
εε

ε

<∫
+

 .4 3

3

ε
επ

εε

<∫
+

+

 Следо-

вательно v(π+ε) < –2sin2(ε/2) + 5ε 3 < 0. 
Следовательно, построенная функция v(x), 

удовлетворяющая всюду дифференциальному не-
равенству v'' + v > 0 и начальным условиям v(0) =  
= 0, v'(0) = 0, является в точке Х = π+ε отрицатель-
ной и для нее уже несправедливо неравенство  
v(x) > y(x) на промежутке (0, π+ε). 

Таким образом, теорема С.А. Чаплыгина  
о дифференциальном неравенстве для линейных 
дифференциальных уравнений второго порядка 
справедлива лишь на конечных промежутках, раз-
мер которых в ряде случаев в точности указывает-
ся способом ограничительного уравнения Риккати.  

Следует отметить, что метод С.А. Чаплыгина 
интегрирования обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений аналогичен классическому методу 
касательных Ньютона и имеет квадратичную  
сходимость.  

Применение метода С.А. Чаплыгина к чис-
ленному исследованию решения дифференциаль-
ных уравнений рассмотрено в работах [6–7]. 

Результаты данной работы могут быть ис-
пользованы для изучения устойчивости транс-
портных динамических систем [8]. 
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DEVELOPMENT OF METHOD OF LYAPUNOV FUNCTIONS FOR 
STABILITY ANALYSIS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS MODELING 

SYSTEMS OF PREDICATE CONTROL 
 

O.V. Druzhinina, O.N. Masina 
 
 

На основе развития второго метода Ляпунова даны условия 
устойчивости состояний равновесия дифференциальных урав-
нений, моделирующих системы предикатного управления. 

 

Stability conditions of equilibrium states of differential equa-
tions modeling systems of predicate control on the basis of devel-
opment of the second Lyapunov method are given. 

 
Ключевые слова: устойчивость, нелинейные дифферен-

циальные уравнения, система предикатного управления, функ-
ция Ляпунова. 

 
 

Keywords: stability, nonlinear differential equations, system 
of predicate control, Lyapunov function. 

 

Введение. При изучении динамических сис-
тем важной задачей является исследование устой-
чивости состояний равновесия дифференциальных 
уравнений, моделирующих системы предикатного 
управления [1–11]. Такие уравнения будем назы-
вать дифференциальными уравнениями систем 
предикатного управления. Одним из методов ре-
шения указанной задачи является метод функций 
Ляпунова [2, 4–6, 8, 10, 11]. 

Для динамических систем классическая  
теория устойчивости развивалась, начиная  
с работ А.М. Ляпунова [12], Н.Е. Жуковского  [13], 
А. Пуанкаре [14], Н.Г. Четаева [15], в работах 
Н.Н. Красовского [16], А.А. Шестакова [5], 
Ю.Н. Меренкова [6] и других отечественных и 
зарубежных ученых.  

Понятие устойчивости дифференциальных 
уравнений систем предикатного управления  
рассмотрено в [5], где необходимые и достаточ-
ные условия устойчивости получены с помощью 
обобщенных функций Ляпунова. В работах [8, 10] 
на основе развития прямого метода Ляпунова  
установлены условия устойчивости систем преди-
катного управления, описываемых нелинейными 
дифференциальными уравнениями. Условия  
устойчивости дифференциальных уравнений, мо-
делирующих  предикатную  систему  Такахи –

Суджено на основе функций Ляпунова, получены 
в [11]. 

Системой предикатного управления называ-
ется система управления, функционирование ко-
торой описывается с помощью нечетких правил 
«если…то», определяющих взаимосвязь между 
входами и выходами исследуемой системы [10]. 

К системам предикатного управления отно-
сятся системы с логическими регуляторами [2, 4, 
8, 10, 11]. Логический регулятор осуществляет 
процесс выработки управляющих воздействий  
на базе нечеткой логики. Большой класс логиче-
ских регуляторов представляют регуляторы не-
прерывного действия с одним выходом [4]. Анализ 
устойчивости непрерывных систем предикатного 
управления может быть сведен к задачам, решае-
мым с помощью линейных матричных неравенств 
[8], которые обеспечивают требуемые свойства 
функций Ляпунова.  

В настоящей статье получены условия равно-
мерной устойчивости состояний равновесия  диф-
ференциальных уравнений систем предикатного 
управления с помощью метода дивергентных 
функций Ляпунова. Указанный метод основан на 
совместном использовании функций Ляпунова  
и дивергентных функций поля скоростей.  
Кроме того, получены условия устойчивости со-
стояний равновесия обыкновенных дифференци-
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альных уравнений непрерывной системы преди-
катного управления на основе комбинированного 
метода функций Ляпунова с использованием 
свойств линейных матричных неравенств. 

1. Предварительные сведения. Рассмотрим 
дифференциальное уравнение системы предикат-
ного управления 

,0)0(),(,0)0(,)( ===⋅+= FxFufubxf
dt
dx  (1) 

где nRXx ⊂∈ , f(x) – нелинейная монотонно воз-
растающая функция, b – n-мерный вектор, u – ска-
лярная переменная управления, ,Uu∈  RU ⊂ , 
F(x) – нелинейная функция, определяемая в виде 
 )(xF = L2 )),(( П uxx μμ D ,  
где символ ° означает операцию композиции;  
L2 – оператор дефаззификации; ),()(П uxiμ = 

= )(x
iXμ * )(uiUμ  – степень принадлежности па-

ры (x, u) к правилу П(i), )(uiUμ  – функция принад-

лежности u к множеству Ui, )(x
iXμ  – результат 

агрегирования степеней принадлежности входа xi  
к множеству Xi, символ * означает операцию ло-
гического минимума или алгебраического произ-
ведения; )( 1

1
1

xiXx μμ = * )( 2
2

2
xiX

μ *…* )( n
i
X

xi
n

μ , 

i = 1, …, n, – нечеткий выход, соответствующий 

входу ),...,,( 21 nxxxx = ; 
)(

ПП
i

∪=  – база правил 
логического регулятора. Результат действия F(x) 
соответствует управляющему воздействию на объ-
ект управления. 

Приведем далее результаты, которые будут 
использованы в дальнейшем для исследования 
дифференциального уравнения (1). 

Рассмотрим нелинейное дифференциальное 
уравнение 
 nRxhxgx ∈= ,),(� , h ∈ H ⊂ Rk, (2) 

которое определено на множестве B(r) × H, где 
B(r) = {x ∈ Rn: rx ≤ },  r > 0.  

Предполагается, что функция ),( hxg  удов-
летворяет условию Липшица относительно 
x = (x1, x2, …, xn) для каждого h ∈ H ⊂ Rk, то есть 

∃ L = L(h) > 0: 2121 ),(),( xxLhxghxg −≤−  

∀ x1, x2 ∈ B(r), 
и решения x(t, x0, h) уравнения (2) непрерывно  
зависят как от начальной точки x0 = x(0, x0, h), так 
и от параметра h = {h1, h2, …, hk} для k ≥ 1. 

Решение x = 0 называется равномерно устой-
чивым относительно множества H ⊂ Rk, если 

     
.,

|),,(|||)(0 00

HhRt

hxtxx

∈∀∈∀

<⇒<=∃>∀
+

εδεδδε
   (3) 

В (3) число δ зависит от ε, но не зависит  
от выбора точки h ∈ H. 

Теорема 1 [8]. Если тривиальное состояние 
равновесия x = 0 уравнения (2) асимптотически 
устойчиво для каждого h, принадлежащего ком-
пактному множеству H ⊂ Rk, то состояние равно-
весия x = 0 уравнения (2) равномерно устойчиво 
относительно множества H. 

Множителем Эйлера назовем функцию,  
положительную в окрестности состояния равнове-
сия и равную нулю лишь в самом состоянии  
равновесия. 

Известно [7], что если z – асимптотически  
устойчивое состояние равновесие дифференциаль-

ного уравнения вида )(xg
dt
dx

=  и  V(x) – функция 

Ляпунова, для которой выполнено условие  
21

αα VV >− � , α1  > 0, α2  > 0, то существует множи-
тель Эйлера σ(x), для которого дивергенция 
div(σ(x) f(x)) является отрицательно определенной. 
Функцию Ляпунова, обладающую указанным 
свойством, назовем дивергентной функцией Ляпу-
нова для состояния равновесия  z. 

Для уравнения  
 nRyyGy ∈= ,)(� , (4) 
где поле скоростей (G1, ..., Gn) непрерывно и удов-
летворяет в некоторой области Q ⊂ Rn фазового 
пространства Rn условиям теоремы существования 
и единственности решения задачи Коши, справед-
ливы следующие теоремы. 

Теорема 2 [7]. Пусть div G(x) ≤ 0 в окрестно-
сти состояния равновесия x = (x1, ..., xn) = 0 уравне-
ния (4) и существует дивергентная функция Ляпу-
нова в силу указанного уравнения. Тогда состоя-
ние равновесия x = 0 асимптотически устойчиво. 

Обобщением теоремы 2 является теорема 3. 
Теорема 3 [7]. Пусть div [σ(x) G(x)] ≤ 0 в окре-

стности состояния равновесия x = 0 уравнения (4), 
где σ(x) – множитель Эйлера, и пусть существует 
дивергентная функция Ляпунова в силу уравнения 
(4). Тогда состояние равновесия x = 0 асимптоти-
чески устойчиво. 

Вопросы устойчивости систем предикатного 
управления с помощью дивергентных функций 
Ляпунова рассмотрены в работе [8]. 

2. Метод дивергентных функций Ляпунова 
анализа устойчивости дифференциальных 
уравнений систем предикатного управления.  
Уравнение (4) представим в виде 
 ,),( uxgx =�  nRx∈ , u ∈ U ⊂ R, (5) 
где множество U является компактным. 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 4. Пусть div ),( uxg  ≤ 0 в окрестно-

сти состояния равновесия x = 0 уравнения (5)  
и существует дивергентная функция Ляпунова для 
состояния равновесия x = 0. Тогда это состояние 
равновесия уравнения (5) асимптотически устой-
чиво для  каждого u ∈ U . 
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Доказательство. Представление уравнения 
(4) в виде (5) является аналогом (2) с заменой h  
на u. Поэтому все предположения относительно 
(2) справедливы и для уравнения (5). Применяя 
далее теорему 2, получим асимптотическую ус-
тойчивость состояния равновесия x = 0 уравне-
ния (5) для  каждого u ∈ U . 

Теорема 5. Пусть div [σ(x) ),( uxg ] ≤ 0 в окре-
стности состояния равновесия x = 0 уравнения (5), 
где σ(x) – множитель Эйлера, и пусть существует 
дивергентная функция Ляпунова для состояния 
равновесия x = 0. Тогда это состояние равновесия 
асимптотически устойчиво для каждого u ∈ U. 

Доказательство теоремы 5 проводится анало-
гично доказательству теоремы 4 с применением 
теоремы 3. 

Теорема 6. Если состояние равновесия x = 0 
уравнения (5) асимптотически устойчиво для каж-
дого u, принадлежащего компактному множеству 
U ⊂ R, то состояние равновесия x = 0 уравнения (5) 
равномерно устойчиво относительно множества U. 

Доказательство теоремы 6 следует из теоре-
мы 1. 

Найдем дивергенцию поля скоростей:  

 
.)()(

...),(div

1 1

2
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1
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∑ ∑
= = ∂
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n
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n

i
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n
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x
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guxg

 (6) 

Из теоремы 4 и свойства (6) вытекает сле-
дующая теорема. 

Теорема 7. Пусть для уравнения (5) в окрест-
ности состояния равновесия  x = 0  выполнено не-
равенство div g(x, u)  ≤ 0 и существует дивергент-
ная функция Ляпунова для состояния равновесия 
x = 0. Тогда это состояние равновесия уравнения 
(5) асимптотически устойчиво для каждого u ∈ U. 

Из теоремы 6 и свойства (6) вытекает теоре-
ма 8. 

Теорема 8. Если выполняются условия тео-
ремы 7 для каждого u, принадлежащего компакт-
ному множеству U ⊂ R, то состояние равновесия 
x = 0  уравнения (5) равномерно устойчиво относи-
тельно множества U. 

Далее найдем  
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Из теоремы 5 и свойства (7) вытекает теоре-
ма 9. 

Теорема 9. Пусть для уравнения (5) в окрест-
ности состояния равновесия  выполнено неравен-
ство  
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и пусть существует дивергентная функция Ляпу-
нова для состояния равновесия x = 0. Тогда это 
состояние равновесия уравнения (5) асимптотиче-
ски устойчиво для  каждого u ∈ U. 

Из теоремы 6 и свойства (7) вытекает сле-
дующая теорема 10. 

Теорема 10. Если выполняются условия тео-
ремы 9 для каждого u, принадлежащего компакт-
ному множеству U ⊂ R, то состояние равновесия 
x = 0 уравнения (5) равномерно устойчиво относи-
тельно множества U. 

Отметим, что вопросы устойчивости управ-
ляемых технических систем, описываемых нели-
нейными дифференциальными уравнениями с по-
мощью индексно-дивергентного метода, рассмот-
рены в статье [9]. 

3. Метод функций Ляпунова анализа ус-
тойчивости дифференциальных уравнений не-
прерывной системы предикатного управления. 
Непрерывная система предикатного управления 
задается правилами вида: 
 ЕСЛИ )(tx  есть ))(( txστμ ,   
 ТО )(tx�  есть ),( τσh , (8) 
 1...,,2,1 n=σ ,   2...,,2,1 n=τ ,   

где 
*

21 ))(),(()( txtxtx =  – двумерный вектор со-

стояния; *
2211 )))(()),((())(( txtxtx τσστ μμμ =  – век-

тор-функция принадлежности )(1 tx  и )(2 tx ; 
)),(),,((),( 21 τστστσ hhh =  – вектор, соответст-

вующий одноточечному множеству; 1n , 22 ≥n . 
Верхний индекс * означает транспонирование. 
Будем использовать упорядоченные  координаты 

<<< )(...)1( 11 σdd <<+ ...)1(1 σd )( 11 nd<  для 1x  
и )(...)1()(...)1( 22222 ndddd <<+<<< ττ  для 

2x . 
Пусть ℜ0

στ ++= ττσσ (),()][1(),([ 2211 dddd  
)]1+ , d1(σ) < 0 < d1(σ + 1), d2(τ) < 0< d2(τ + 1), – 

квадратная область, в которой выполняется  усло-
вие 0)(0)( =→= txtx � . Правую часть в (8) можно 
записать в виде дифференциального уравнения 

στστ β+= )())(()( txtxAtx� , 
где στRtx ∈)( , βστ определяется  

++−+= )1,()1(),( 0
2

0
1

0
2

0
1 τσαατσααβστ hh  

),1,1()1)(1(),1()1( 0
2

0
1

0
1

0
2 ++−−++−+ τσαατσαα hh

)0(1
0
1 αα = , )0(2

0
2 αα = , 0=στβ  для ∈)(tx ℜ0

στ . 
Матрица ))(( txAστ  имеет четыре различных вы-
ражения в зависимости от матриц первого типа 

),( ⋅iS , σ=i , 1+σ , и матриц второго типа ),( jS ⋅ , 
τ=j , 1+τ , аналитический вид которых здесь  

не показан. 
Производная функции Ляпунова PxxxV *)( =  

имеет вид 
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=+= xPxPxxxV ��� **)( στβα Pxxx *
1

* 2),( +⋅Φ− ,  (9) 

где ),(),(),( 1
*

11 ⋅−⋅−=⋅Φ ααα PAPA , матрица ),( 1 ⋅αA  
определяется  
 ),1()1(),(),( 111 ⋅+−+⋅=⋅ σασαα SSA . (10) 

Лемма 1. Неравенство 00)( ≠∀< xxV�  вы-
полняется в области ℜ0

στ  тогда и только тогда, 
когда справедливы следующие свойства:  
 0),( <jiV� , σ=i , 1+σ , τ=j , 1+τ , (11) 

где ),(),(),(),(),( ** jiPhjidjiPdjihjiV +=� , σ=i , 
1+σ , τ=j , 1+τ ; 

 
,1,,),1(),(),(

,1,,)1,(),(),(

+=+<⋅

+=+<⋅

ττσσ

σσττ

jjVjVjD

iiViViD

��

��
 (12) 

где  

[ ]++++=⋅ ),()1,()1,(),(
2
1),( ** ττττ iPdihiPdihiD  

[ ]),()1,()1,(),(
2
1 ** ττττ iPhidiPhid ++++ , 

σ=i , 1+σ , 

[ ),1(),(
2
1),( * jPdjhjD +=⋅ σσ + 

 + ]),(),1( * jPdjh σσ +  + 

+ [ ]),(),1(),1(),(
2
1 ** jPhjdjPhjd σσσσ +++ , 

τ=j , 1+τ ; 
матрица ),( 1 ⋅Φ α  является положительно опреде-

ленной для 0
11 αα = .                                              (13) 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
непрерывной системы предикатного управления 
 στβα +⋅= )(),()( 1 txAtx� , στRtx ∈)( , (14) 
где 0=στβ  в области ℜ0

στ , а матрица ),( 1 ⋅αA  
определяется (10).  

Лемма 2. Если для уравнения (14) выполня-
ются условия (11) и (12), то неравенство 0)( <xV�  
справедливо всюду в области Rστ. 

Теорема 11. Состояние равновесия уравнения 
(14) асимптотически устойчиво в целом, если  
существует  матрица P > 0 такая, что  

1) в области ℜ0
στ выполняются неравенства 

(11), (12) для производной (9) функции Ляпунова  
и свойство 0),(),( 0

1
*0

1 >⋅−⋅− αα PAPA  гаранти-
рующее выполнение условия (13); 

2) в других областях производная (9) функ-
ции Ляпунова удовлетворяет неравенствам (11) и 
(12) для уравнений  
 ,)(),()( στβσ +⋅= txStx�   (14) 
и  
 στβσ +⋅+= )(),1()( txStx� .  (15) 
 

 
Доказательство. Из леммы 1 следует выпол-

нимость условия  1). Докажем выполнимость усло-
вия 2). Рассмотрим функции Ляпунова Vσ(x)  
и Vσ+1(x) для систем (14) и (15) соответственно. 
Тогда получим  

)()1()()( 111 xVxVxV +−+= σσ αα ��� , 
где  

στσ βσ PxxxxV ** 2),()( +⋅Φ−=� , 

στσ βσ PxxxxV **
1 2),1()( +⋅+Φ−=+

� . 
Если справедливы свойства (11) и (12) леммы 

1, то 0)( <xVσ�  и 0)(1 <+ xVσ�  в области στR . Сле-

довательно, 0)( <xV�  в области στR . 
Из леммы 2 следует, что если свойства (11) и 

(12) выполняются для уравнения (14), то 0)( <xVσ�  

всюду в области στR . Если свойства (11) и (12) 

выполняются для уравнения (15), то 0)(1 <+ xVσ�  

всюду в области στR .  Это означает выполнимость 
условия 2). Теорема 11 доказана. 

Получены условия асимптотической устой-
чивости в целом и для уравнения  

στβα +⋅= )(),()( 2 txAtx� , στRtx ∈)( ,  
где 0=στβ  в области ℜ0

στ , матрица ),( 2α⋅A  оп-
ределяется  

)1,()1(),(),( 222 +⋅−+⋅=⋅ ταταα SSA . 
При этом использованы свойства производной (9) 
функции Ляпунова, записанной в  виде  

στβα PxxxxPxPxxxV *
2

*** 2),()( +⋅Φ−=+= ��� , 

где  ),(),(),( 2
*

22 ααα ⋅−⋅−=⋅Φ PAPA . 
Полученные в настоящей статье условия ус-

тойчивости дифференциальных уравнений систем 
предикатного управления на основе комбиниро-
ванного метода функций Ляпунова могут быть 
использованы при решении задач устойчивости 
дифференциальных уравнений при постоянно дей-
ствующих возмущениях. Условия устойчивости, 
полученные на основе метода дивергентных функ-
ций Ляпунова, могут служить основой для разра-
ботки алгоритмов исследования устойчивости 
движения динамических систем и использоваться 
в дальнейшем для реализации в виде компьютер-
ных программ. 
 
 

Работа выполнена в рамках проекта РФФИ № 13-08-
00710-а. 
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ В ЦЕЛОМ  
РЕШЕНИЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

М.В. Козлов 
Мордовский государственный университет имени Н. П. Огарева 

ASYMPTOTIC STABILITY IN THE WHOLE OF SOLUTIONS  
OF SINGULARLY PERTURBED DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 
M.V. Kozlov 

 
 

Рассматриваются системы с малым параметром при про-
изводных. С использованием метода векторных функций Ля-
пунова получены достаточные условия асимптотической ус-
тойчивости тривиального решения при достаточно малых зна-
чениях параметра. 
 

The system of differential equations containing a small pa-
rameter multiplying the derivative is considered. Sufficient condi-
tions for the asymptotic stability of singularly perturbed systems for 
sufficiently small values of the parameter are obtained by using the 
method of vector Lyapunov functions. 

 
Ключевые слова: асимптотическая устойчивость в целом, 

вектор-функция Ляпунова, малый параметр, сингулярно воз-
мущенные системы, сложные системы дифференциальных 
уравнений. 

Key words: asymptotic stability in the whole, vector 
Lyapunov function, small parameter, singularly perturbed systems, 
complex systems of differential equations. 
 
 
 

В связи с широким применением сингулярно 
возмущенных систем при моделировании техниче-
ских процессов большое значение имеет задача  
об устойчивости по Ляпунову решений таких сис-
тем. В настоящей статье предлагается вариант ре-
шения данной задачи, основанный на исследова-
нии сингулярно возмущенной системы как слож-
ной системы с линейными и нелинейными связя-
ми. Каждой подсистеме в этом случае соответст-
вует определенным образом возмущенная или не-
возмущенная часть фазового вектора. В качестве 
основного инструмента используется результат  
Ф. Бейли [1, 2], а именно две его теоремы, гаран-
тирующие при определенных условиях асимпто-
тическую устойчивость в целом нулевого решения 
сложных систем с линейными и нелинейными свя-
зями. Метод Бейли является частным случаем 
применения теории вектор-функций Ляпунова  
и основан на методе сравнения, который позволяет 
вместо исходной системы (вообще говоря, нели-
нейной) исследовать более простую автономную 
линейную однородную систему. При этом размер-
ность последней равна количеству подсистем,  
на которые разбита исходная система. 

Под нормой вектора в работе понимается 

евклидова норма 22
1 nxxx ++= … ; под нормой 

матрицы α=A  – норма линейного оператора A , 
то есть нижняя грань чисел α , для которых вы-
полнено неравенство xAx α≤ . 

1. Рассмотрим систему дифференциальных 
уравнений 

 
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

,

,,

2

1

xByY
dt
dy

yBxtX
dt
dx

ε
 (1) 

где kRx∈ , mRy∈ ; mkRB ×∈1 , kmRB ×∈2  – по-
стоянные матрицы; 0>ε  – малый параметр; век-
тор-функции ( )xtX , , ( )yY  удовлетворяют каким-
либо условиям существования и единственности 
решения задачи Коши с любыми начальными дан-
ными; ( ) 00, ≡tX , ( ) 00 =Y . Вместе с данной сис-
темой рассмотрим еще две 

 ( ),, xtX
dt
dx

=  (2) 

 ( ),yY
dt
dy

=  (3) 

и предположим, что существуют Л-функции 
( )xtv ,1 , ( )yv2 , для которых справедливы соотно-

шения 
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( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤

−≤

≤≤

,

,

,,

141

2
13)2(1

2
121

2
11

xcvgrad

xcv

xcxtvxc

�                 (4) 

 

( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤

−≤

≤≤

,

,

,

242

2
23)3(2

2
221

2
21

ycvgrad

ycv

ycyvyc

�  (5) 

где 0>ijc  – некоторые постоянные ( 2,1=i , 
4,1…=j ). Как указано в [3, с. 72], данные условия 

эквивалентны экспоненциальной устойчивости 
нулевого решения в том случае, если правая часть 
системы непрерывна и имеет непрерывные и огра-
ниченные частные производные по фазовым коор-
динатам. 

Рассмотрим матрицу { }2
1, =

= psspaA , элементы 

которой образованы следующим образом: 

.
2

,
2

,
2

,
2

22

23
22

1123

2
2

2
24

21

2113

2
1

2
14

12
12

13
11

c
ca

cc
Bc

a

cc
Bc

a
c
ca

−==

=−=
 

Теорема 1. Если существуют функции 
( )xtv ,1 , ( )yv2 , удовлетворяющие условиям (4–5)  

и при этом 0det >A , то существует такое 00 >ε , 
что при любом ( )0;0 εε ∈  решение 0=x , 0=y  
системы (1) асимптотически устойчиво в целом. 

Доказательство. Покажем, что функции 
( )xtv ,1 , ( )yv2  при достаточно малых 0>ε  удов-

летворяют условиям теоремы Бейли применитель-
но к системе (1). Для этого рассмотрим эту систе-
му в нормальной форме 

 
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

.11

,,

2

1

xByY
dt
dy

yBxtX
dt
dx

εε

 (6) 

Соответствующая ей подсистема относительно 
фазового вектора x  совпадает с системой (2),  
а подсистема относительно вектора y  будет иметь 
вид 

 ( ).1 yY
dt
dy

ε
=  (7) 

Для функции ( )xtv ,1  оценки (4) сохраняются 
в неизменном виде. Для функции ( )yv2  первое  
и третье неравенства (5) так же остаются справед-
ливы. Оценку для производной функции ( )yv2 , 
взятой в силу подсистемы (7), очевидно, можно 
получить из уже имеющейся оценки (5) добавле-
нием множителя 

( ) ( ) .11 2
233272 ycvv

εε
−≤= ��  

С учетом данных обстоятельств матрица 
сравнения ∗A  для системы (1) будет выражена 
через элементы матрицы A  следующим образом: 

.11
2221

1211

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=∗

aa

aa
A

εε
 

Покажем, что собственные числа матрицы 
∗A  при достаточно малых значениях ε  имеют 

отрицательные вещественные части. В самом деле, 
характеристическое уравнение для матрицы ∗A  
имеет вид 

 .011
1122

2 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− Adetaa

ε
λ

ε
λ  (8) 

По своему определению 022 <a , а следовательно, 

при 
11

22
0 a

a
−=< εε  коэффициент при λ  в уравне-

нии (8) будет положителен, то есть все коэффици-
енты в уравнении (8) являются положительными 
числами. К тому же легко убедиться, что дискри-
минант уравнения так же всегда положителен.  
Поэтому уравнение (8) имеет два отрицательных 
вещественных корня, что и требовалось доказать. 

Таким образом, при 
11

22
0 a

a
−=< εε  для сис-

темы (1) выполняются условия теоремы Бейли, 
поэтому решение 0=x , 0=y  при данных значе-
ниях параметра ε  асимптотически устойчиво  
в целом. Теорема доказана. 

2. Рассмотрим систему 

 
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

,

,

2

1

xfCy
dt
dy

yfBx
dt
dx

ε
 (9) 

где kRx∈ , mRy∈ ; kkRB ×∈ , mmRC ×∈  – посто-
янные матрицы; вектор-функции ( )yf1 , ( )xf2  
удовлетворяют каким-либо условиям существова-
ния и единственности решения задачи Коши с лю-
быми начальными данными; ( ) 001 =f , ( ) 002 =f .  

Предположим, что во всем пространстве вы-
полняются соотношения 

 
( )
( ) .0,

,0,

222

111
≥≤
≥≤

lxlxf
lylyf

 (10) 

Пусть для линейных систем 

 ,Bx
dt
dx

=  (11) 

 Cy
dt
dy

=  (12) 

существуют определенно положительные квадра-
тичные формы ( ) xDxxv T

11 = , ( ) yDyyv T
22 =  

( 1D , 2D  – положительно определенные симмет-
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ричные матрицы), для которых справедливы  
оценки 
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xvgrad
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( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤

−≤

≤≤

,2

,

,

222

2
2)12(2

2
222

2
21

yvgrad
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λ

μ
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где 01 >iλ , 02 >iλ  соответственно наименьшее  
и наибольшее из собственных чисел матриц iD  
( 2,1=i ); 01 >μ  – наименьшее собственное число 

матрицы BDDBT
11 + , 02 >μ  – наименьшее соб-

ственное число матрицы CDDCT
22 + . 

Рассмотрим матрицу { }2
1, =

= psspaA  с элемен-

тами 
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2

22

2
22
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2
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2
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2
1

2
12

12
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1
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λ
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Теорема 2. Если существуют квадратичные 
формы ( )xv1 , ( )yv2 , для которых справедливы 
неравенства (13–14), выполнены условия (10), 
а также 0det >A , то существует такое 00 >ε , что 
при любом ( )0;0 εε ∈  решение 0=x , 0=y  сис-
темы (9) асимптотически устойчиво в целом. 

Замечание. Доказательство этой теоремы 
проводится аналогично доказательству предыду-
щей. Величина 0ε  определяется по той же форму-

ле 
11

22
0 a

a
−=ε . 
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ГЛАДКОСТЬ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ  
ПОТЕНЦИАЛА ПРОСТОГО СЛОЯ  

ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ  
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ  

В ОБЛАСТЯХ С НЕГЛАДКОЙ БОКОВОЙ ГРАНИЦЕЙ 
 

А.Н. Конёнков 
Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

SMOOTHNESS OF THE LEADING DERIVATIVES  
OF THE SIMPLE LAYER POTENTIAL  

FOR THE PARABOLIC EQUATIONS WITH VARIABLE COEFFICIENTS 
IN A DOMAIN WITH NONSMOOTH BOUNDARY 

 
А.N. Konenkov 

 
 

Для равномерно-параболического уравнения второго по-
рядка исследуется вопрос о принадлежности потенциала про-
стого стоя анизотропному пространству Гёльдера α2,C при 
условии, что боковая граница области принадлежит лишь 
классу α1,C . Показано, что если изменить ядро потенциала, 
умножив его на опеределенную функцию, зависящую от 
области и параболического оператора, то полученный 
потенциал в отличие от исходного потенциала простого слоя 
будет иметь старшие производные, удовлетворяющие условию 
Гёльдера в замыкании области при условии, что плотность 
принадлежит пространству α1,C на боковой границе области. 

For a uniformly parabolic equation of the second order the 
question of when the simple layer potential belongs to the 
anisotropic Hölder space α2,C  is concidered, provided that the the 
domain’s lateral boundary belongs only to the class α1,C . It is 
shown that if to change the kernel of the potential, multiplying it on 
a certain  function depending on the domain  and the parabolic 
operator, the resulting potential, in contrast to the original single-
layer potential, will have higher derivatives satisfying a Holder 
condition in the closure of the domain, provided that its density 
belongs to the class α1,C  on the side’s boundary. 

 
 
Ключевые слова: параболические уравнения второго по-

рядка, потенциал простого слоя, анизотропные пространства 
Гельдера. 

 
Keywords: parabolic equation of the second order, simple 

layer potential, anisotropic Hölder spaces. 

 
В слое )(0,= TRD n × , ∞<T  рассматри-

вается равномерно-параболическое уравнение 
второго порядка 
       ,),(),(),(= utxcutxbutxauLu iiijijt −−−    (1) (1) 
вещественнозначные коэффициенты которого 
удовлетворяют условию равномерной парабо-
личности 

),(0)>( 0
nRDP ∈∀∈∀∃ ξδ  

       ;||)( 2
0 ξδξξ ≥jiij Pa                     (2) 

и  
   ).(,, 0, DCcba iij

α∈                       (3) 
Определение используемых анизотропных 

пространств Гельдера α,kC  приведено ниже. 
Гладкость потенциала простого слоя для 

параболических уравнений была предметом 
изучения многих работ. Для уравнения тепло-

проводности в области D⊂Ω  c компактной 
негладкой боковой границей α1,C∈Σ  этот вопрос 
исследовался в работе [1], а для общего 
параболического уравнения второго порядка –  
в [2]. Е.И. Бадерко для оператора L , 
удовлетворяющего (2), (3), были получены 
результаты о гладкости потенциала простого слоя 
в областях с некомпактной негладкой боковой 
границей (класса α1,C ) в [3]. В частности, было 
установлено, что при плотности )(0, Σ∈ αϕ

D
С  

потенциал простого слоя .)(1, Ω∈ αϕ
D
СU  В работе 

[4] для одномерного уравнения теплопровод- 
ности была построена шкала гладкости 
потенциала простого слоя при α1,+∈Σ kC   
и )(, Σ∈ αϕ kС

D
 )(1, Ω∈ + αϕ kСU

D
 для 0≥k . 
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Естественно возникает вопрос, будет ли  
эта шкала гладкости верной для общего 
параболического уравнения (1) с переменными 
коэффициентами? В настоящей статье мы даем 
отрицательный ответ для 1=k , а именно: мы 
показываем, что для поверхности α2,C∈Σ   
и плотности ϕ , даже из )(2, ΣαC , потенциал ϕU  

не принадлежит )(2, ΩαC  для общего 
параболического уравнения (1), коэффициенты 
которого удовлетворяют условиям (2), (3). Кроме 
того, можно показать, что если поверхность 

α1,C∈Σ , то для уравнения теплопроводности  
и достаточно гладкой плотности )(2, Σ∈ αϕ

D
С  

вторые пространственные производные ϕU  могут, 
вообще говоря, неограниченно расти при 
приближении к боковой границе. 

В настоящей работе устанавливается, что для 
параболического уравнения с переменными коэф-
фициентами можно изменить определение потен-
циала простого слоя, домножив ядро потенциала 
на некоторую функцию, зависящую от области  
и параболического оператора, чтобы он для любой 
плотности )(1, Σ∈ αϕ

D
С  принадлежал )(2, Ωα

D
С , 

даже если граница Σ  принадлежит лишь α1,C .  
То есть имеется естественное соответствие между 
классами гладкости плотности и потенциала,  
причем гладкость границы может быть ниже,  
чем гладкость вводимого нами потенциала в за-
мыкании области. 

Необходимые определения и обозначения 
Введем следующие обозначения: 

;)|||(||=|,),,(= 1/222
11 n

n
n xxxRxxx ++∈ "…  

;|||=|||,),(= 1/2
1

1 txPRtxP n +∈ +  

;),(=,),,(= 1
11

nn
n RtxPRxxx ∈′′∈′ −
−…  

.=,=,=
jii xxijttxi ∂∂∂∂∂∂∂  

Будем обозначать также uu ii ∂= , uu ijij ∂= . 
В слое D  рассмотрим область D∈Ω , 

граница которой Σ∪∪Ω∂ TBB0= , где область 

0B  на плоскости 0=t , область TB   
на плоскости Tt = , Σ  – n -мерная поверхность  
(с краем). Сечение }={= tt τ∩ΣΣ  для любых 

][0,T∈τ  является 1)( −n -мерной поверхностью, 
которая в каждой своей точке имеет 1)( −n -мер-
ную касательную плоскость, лежащую в n -мерой 
плоскости τ=t . В каждой точке P  поверхности 
Σ  существует вектор )(Pν , который является 
ортом внутренней (по отношению к Ω ) нормали  
в точке P  к поверхности τΣ , лежащей в плоскос-

ти τ=t . Обозначим также ΩΩ+ = , ΩΩ− \= D , 
].[0,},={)\(= TtB ∈∩ΣΩ τττ  

В области Ω  для (0,1)∈α  рассмотрим 
анизотропные пространствa  Гёльдера 

)(, DCi α , 0,1,2=i  [8] с нормaми  

,
||||

),(),(sup

|),(|sup=||,||

/2
),(),,(
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ftxff
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D
 

а также их подпространства 
0,1,=0},=||{=)( 0=

,, ifCfС t
ii αα ∈Ω

D
 

0}.=|=||{=)( 0=0=
2,2,

ttt ffCfС ∂∈Ω αα
D

 

Как известно [5], при условиях (2), (3) существует 
фундаментальное решение ),,,( τξtxΓ  для 
оператора L . Обозначим через ),( txa  матрицу 
размером nn×   )),((=),( txatxa ij . 

Для фундаментального решения ),,,( τξtxΓ  
также имеет представление  

 ),,,,()),(;,,(=),,,( τξτξτξτξ txWatxZtx +−Γ  
где W  имеет слабую особенность по сравнению  
с Z  [7, c. 409] и выбирается так, чтобы Γ  
удовлетворяло уравнению  (1) по ),( tx  при τ>t . 
Обозначим   

  )).,(;,,(=),,,( ),( τξτξτξ atxZLtxK tx −−       (4) 
Гладкость модифицированного потенциала 
Рассмотрим объемный потенциал V  с плот-

ностью f :  

=)(),(=)( dQQfQPPVf
t
Γ∫∫Ω  

+−= ∫Ω λλλλ dydyfyatyxZ
t

),()),(;,,(  

).()(=),(),,,( 21 PfVPfVdydyfytxW
t

++ ∫Ω λλλ  

В работе [6] проведено подробное 
исследование свойств объемного потенциала. 
Будем использовать следующий результат  
из этой работы. Пусть коэффициенты уравне- 
ния удовлетворяют (1), (2), α1,C∈Σ ,  

)()( 0
0, Σ∩Ω∈

D
СCf α . При этих условиях 
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.||;||||;||
),(

)(0,)(2,
1

2,
1

αα

α

Ω≤Ω
Ω∈

fCfV
CfV          (5) 

Покажем сначала, что   

.||;||||;||
),(

)(0,)(2,
1

2,
1

αα

α

Ω≤Ω
Ω∈

−

−

fCfV
CfV        (6) 

Действительно, функцию f  можно про-

должить в D  до )(
~ 0, DCf α∈  (см. [5, с. 82]) так, 

что )(0,)(0, ||;||||;
~

|| αα Ω≤ fCDf . Тогда  

−−∫ λλλλ dydyfyatyxZtxfV
D

),(
~

)),(;,,(=),(1  

.),(,),(
~

)),(;,,( −
−Ω

Ω∈−− ∫ txdydyfyatyxZ
t

λλλλ  

Используя результаты о гладкости первого 
интеграла [7, с. 442–448] и (5), получаем (6) . 

Для 2V  мы докажем несколько более сильное 
утверждение, чем в [6]. 

Лемма 1. Пусть коэффициенты оператора L  
удовлетворяют условиям (2), (3), поверх-ность 

α1,C∈Σ , а  
).()( 0

0, Σ∩Ω∈
D
СCf α               (7) 

Тогда   

.||;||||;||

),(

)(0,)(2,
2

2,
2

αα

α

Ω≤

∈

fCDfV

DСfV
D     (8) 

Доказательство. Обозначим  
.)(),(=)( dQQfQPKPI

t
∫Ω  

Поскольку K  имеет слабую особенность, то  
0.=|),( 0=tIDCI ∈                   (9) 

Имеем:  
=)(),(=)(2 dQQfQPWPfV

t
∫Ω  

[ ] =ΛΛΛΓ∫∫Ω dQQfdQKP
Dt

)(),(),(=        (10) 

ΛΛΛΓ∫ dIP
D

)(),(= . 

Перестановка порядка интегрирования возмож-на 
в силу абсолютной сходимости интеграла. 

С другой стороны, имеем:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

∫
∫

Ω

Ω

dQQfQPK

dQQfQPKPf
PfLV

t

t
)(),(

)(),()(
=)(1 = 

=
⎩
⎨
⎧

Ω∈−
Ω∈−

.),(
,),()(

PPI
PPIPf

 

Учитывая (5), (6) и (7), получаем, что  
),()( 0,0, −Ω∩Ω∈ αα CCI  

,||,||||;|| )(0,)(0, αα Ω≤Ω fCI  

.||,||||;|| )(0,)(0, αα Ω≤Ω− fCI  
Отсюда и из (9) заключаем, что  

.||;||||;||),( )(0,)(0,0, ααα Ω≤∈ fCDIDСI
D

    (11) 

В силу представления (10) для fV2  и теоремы  
о гладкости объемного потенциала в слое [7, c. 
443] получаем, что ),(2,

2 DCfV α∈  

.||,||||,||||,|| )(0,
1

)(0,)(2,
2

ααα Ω≤≤ fCDICDfV  

Поскольку для )(0, Ω∈ αCf   0=| 0=tVf , то 

0=| 0=t
k
xVfD , 2|| ≤k , и, так как объемный по-

тенциал удовлетворяет в D  уравнению fLVf = , 

имеем ffV tt =| 0= . Поэтому, если )(0, DСf α
D

∈ , 

то ).(2, DСVf α
D

∈  Отсюда и из (11) получаем 

)(2,
2 DСfV α

D
∈ . 

Лемма доказана. 
Из (5), (6) и леммы 1 следует, что  

                  

.||,||||;||

,||,||||;||

),()(

)(0,)(2,

)(0,)(2,

2,2,

αα

αα

αα

Ω≤Ω

Ω≤Ω

Ω∩Ω∈

−

−

fCVf

fCVf

CCVf

         (12) 

Если, кроме того, )(0, Ω∈ α
D
Сf , то, учитывая ра-

венство 0=|=| 0=0= ttt ffV  на 0B , получаем   

                   ).(2, DСVf α
D

∈                         (13) 

Гладкость модифицированного потенциала 
простого слоя 

Определение. Пусть ),,,( txtxM ∂∂  – диффе-
ренциальный оператор с непрерывными коэффи-
циентами в D , функция u  определена в −+ Ω∪Ω  
и такова, что )()( 0,0, −Ω∩Ω∈ αα CCMu . 
Определим скачок Mu  при переходе через 
границу как  

,),()(=)]([ Σ∈− −+ PPuMPuMPMu  

где )),((lim=)(
0

PPMuPuM εν
ε

+
+→

+  =)(PuM −  

)).((lim
0

PPMu εν
ε

−=
+→

 

Для непрерывных и ограниченных функций 
Rf →Σ:  будем рассматривать потенциал 

простого слоя   
.)(),(=)( dQQQPPU ϕϕ Γ∫Σ               (14)  

Здесь и далее интеграл по Σ  понимается как 

повторный: .=
0

dsddQ
t
∫∫∫ ΣΣ τ

τ  

Лемма 2. Пусть для коэффициентов 
оператора L  выполнены условия (2), (3),  
а поверхность α1,C∈Σ  – компактна. Тогда для 
любой функции )()( 1,2,1 Ω∩Ω∈ α

D
СCu , такой, что 

0=|Σu , )(,0 Ω∈ αCLu , имеет место формула 

Грина:   
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,,)(),(
)(),(=)()(

DPdQQuQP
dQQLuQPPuP
∈Γ−

−Γ

∫
∫

Σ

Ω

η

θ
        (15) 

где 
⎩
⎨
⎧

Ω∈
Ω∈

.\0,
,,1=)( DP

PPθ  

Доказательство. Рассмотрим функции  
,,)(),(=)( DPdQQuQPPv ∈Γ−∫Σ η  

.,)(),()()(=)( DPdQQLuQPPuPPw ∈Γ− ∫Ωθ  

В силу условий леммы, гладкости потен-
циала простого слоя [8] и объемного потенциала 
[9] они обладают следующими свойствами:  

),()(, 1,2,1 Ω∩Ω∈ α
D
СCwv  

).()(, 1,2,1 −− Ω∩Ω∈ α
D
СCwv  

Используя формулу скачка производной  
по конормали потенциала простого слоя 8 и не-
прерывность первых пространственных произ-
водных объемного потенциала [9] при переходе 
через боковую границу области, получаем, что v   
и w  являются решениями контактной задачи  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

.0|
,0|][

,0|][
,,0)(

0=
=
=

Ω∪Ω∈=

=

Σ

Σ

−

tw
w
w

PPLw

η
 

В силу единственности решения этой задачи 
[10] в классе )()( 1,1, −Ω∩Ω αα

DD
СС  заключаем, что 

vu ≡  в .−Ω∪Ω  
Так как все функции в формуле Грина (15) 

непрерывны в D , то она будет справедлива  
и для DP∈ . 

Лемма доказана.  
Теорема 3. Пусть коэффициенты оператора 

L  удовлетворяют условиям (2) и (3), граница 
области Ω  α1,C∈Σ  компактна. Тогда сущест-
вует такая положительная функция  

,0>)(0)>(),(0, Σ∈∀≥∃Σ∈ PPC δψδψ α  
что модифицированный  потенциал простого слоя 

dQQQQPPU )()(),(=)(ˆ ϕψϕ Γ∫Σ  является ограни-

ченным оператором из )(1, Σα
D
С  в )(2, Ωα

D
С , то 

есть ),()()(ˆ 1,2, Σ∈∀Ω∈ αα ϕϕ
D
СCPU причем  

.||;||||,ˆ||)(0)>( )(1,)(2,1, ααα ϕϕϕ Σ≤ΩΣ∈∀∃ CUСC
D

Доказательство. В слое |),({= 1+∈′ nRtxD  
)},( TTt −∈  рассмотрим равномерно-параболиче-

ский оператор ,),(),(= iiijijt utxbutxauuL ′−′−′  ко-

эффициенты которого )(1, DCaij ′∈′ α , ∈′ ),( txbi  

)(0, DC ′∈ α  являются продолжением в D′  коэф-

фициентов оператора L , симметричным отно-
сительно гиперплоскости 0=t :  

⎩
⎨
⎧

−−
≥

′′
0.<),,(),,(
0,),,(),,(

=),(),,(
ttxbtxa
ttxbtxa

txbtxa
iij

iij
iij  

Продолжим область Ω  в D′  до области Ω′ , 
граница которой α1,C∈Σ′  при 0≥t  совпадает  
с границей Σ , а при 0<t  является отражением Σ  
относительно гиперплоскости 0=t . 

В области Ω′  рассмотрим первую краевую 
задачу:   

                            
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=′

−

Σ′

0.|
,0=|
,1

= Ttu
u

uL
                          (16) 

Ее решение u  cуществует и )(1, Ω′∈ α
D
Сu  (см. [8]). 

На поверхности Σ  рассмотрим функцию   
           ).(|= 0, Σ∈Σ

α
ηψ Cu                      (17) 

Из принципа максимума следует, что 0>u  в Ω′ . 
Поскольку 0=|Σ′u , то в любой точке поверхности 
Σ  выполнены условия теоремы типа Зарембы-
Жиро о знаке косой производной [11]. Так как ψ  

отделена от нуля и )(0, Σ∈ αψ
D
С , то )(1/ 0, Σ∈ αψ

D
С . 

Поэтому Σ∈∀PPuP 0>)(=)( ηψ . В силу ком-

пактности Σ  существует 0>)(:0> δψδ ≥P  
Σ∈∀P . 
В области Ω  для произвольной функции 

)(1, Σ∈ α
D
Ñf  рассмотрим первую краевую задачу:   

            
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

Σ∈=
=

=

Σ

.0|

,)(|
,

0

1,
'

tv

Сv
fLv
αϕ

D
                (19)  

Существует единственное решение )(1, Ω∈ α
D
Ñv  

[8] этой задачи и .||,||||,|| )(1,)(1, αα Σ≤Ω fСv  
Рассмотрим функцию uvw =  и обозначим  
Lwf = . Имеем: =−′+ jiij vuauLvuLvuvLf 2=)(=  

≤Ω≤ΩΩ∈− )(1,
1

)(0,0, ||,||||,|),(2= ααα uCfСvuav jiij
D

 .||,|| )(1,
2

αΣ≤ fC  Поскольку 0=|Σw , то, записав 
для w  формулу Грина  (15) и учитывая, что  

,=|=||=| fvuvuvuw ψηηηη ΣΣΣΣ +  

для области −Ω  получаем:  
.),(=)(ˆ −Ω∈PPVfPUϕ  

Из оценок для объемного потенциала (12)  
и (13) теперь следует, что )(ˆ 2, −Ω∈ αϕ

D
СU , причем  

≤ΩΩ −− )(2,)(2, ||,=||||,ˆ|| ααϕ VfU  

.||,||||,|| )(1,
2

)(0,
1

αα Σ≤Ω≤ fCfC  
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Для доказательства теоремы в области Ω  
достаточно в предыдущих рассуждениях поме-
нять местами области Ω  и −Ω . 

Теорема доказана. 
Для области с границей из класса α2,C  

теорему 3 можно уточнить. Покажем, что для 
такой поверхности можно взять ][= νψ a . 

Лемма 4. Пусть область nRQ∈  ограничена, 

а ее граница α2,CS ∈ . Тогда существует функция 
)(2, nRCp α∈  со свойствами: 

1) 0=|Sp ; 
2) 0>|0)>( δδ ν ≥∃ Sp ; 
3) RxxpR |>|при0=)(0)>(∃ . 

Для такой функции имеет место равенство: 
4) Σ∈∀ ),()(),]([=),( txxptxatxp νη ν . 

Доказательство. Рассмотрим (единствен-
ное) решение )()(2 QCQCu ∩∈  задачи Дирихле 

для уравнения Лапласа: 
⎩
⎨
⎧ =Δ

.0=|
,0

Su
u

 

Как известно [12, гл. 6] )(2, QCu α∈ .  
Из принципа максимума следует, что 0>)(xu  для 
любого Qx∈ . Рассмотрим произвольную точку 

Sx∈ . По теореме Жиро 0>)(xuν , где νu  – 
предельное значение производной по нормали 
изнутри области Q . В силу компактности S  
заключаем, что .0>)(0)>( Sxxu ∈∀≥∃ δδ ν  

Функцию u  можно продолжить [12, гл. 6]  
до функции )(2, nRCp α∈  так, чтобы выполнялось 
условие 3). 

Докажем 4). Так как S  является для функции 
p  поверхностью уровня, то ее градиент направлен 
по нормали к поверхности:  

Sxxxpxxxpxp ∈∇∇ ),()(=)())(),((=)( ννν ν , 
и  

=∇ )),(),((=),( txxptxp ηη  

).(),]([=))(),())(,(),((= xptxaxxptxx νννην ∇  
Лемма доказана. 
Теорема 5. Пусть коэффициенты оператора 

L  удовлетворяют условиям (1) и (2), область Ω  – 
цилиндрическая, а ее граница α2,C∈Σ  компактна. 
Тогда для ][= νψ a    

  ),()(ˆ 1,2, Σ∈⇔Ω∈ αα ϕϕ
DD
ССU           (19) 

)(0)>,( 1,
21 Σ∈∀∃ αϕ

D
СCC  

.||;||||,ˆ||||;|| )(1,
2

)(2,)(1,
1

αααϕ Σ≤Ω≤Σ fCfUC
 

Доказательство одинаково как для внутрен-
ней, так и внешней областей. Пусть для 

определенности, Ω  ограничена и )(xp  – функция 

из леммы 4. Тогда )(1, SCp α
ν ∈  и в силу свойства 

2) функции p , )(1/ 1, SCp α
ν ∈ . 

Для )(1, Σ∈ α
D
Сf  рассмотрим первую 

краевую задачу:   

                      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

Σ∈=
=

Σ

.0|

,)(/|
,0

0=

1,

tu

Сpu
Lu

α
νϕ

D
                (20) 

Существует единственное решение )(1, Ω∈ α
D
Сu   

[8] этой задачи, и   
.||,||||,/||С||,|| )(1,

1
)(1,)(1, αα

ν
α Σ≤Σ≤Ω fCpfu  (21) 

Лемма 6.  Пусть выполнены условия теоремы 
5, u  – решение первой краевой задачи  (20). Тогда 

,||,||||,||),( )(1,)(2,2, ααα Σ≤ΩΩ∈ fCpuСpu
D

   (3) 

где p  – функция из леммы 4.   
Доказательство. Функция ),()(=),( txuxptxv  

является решением первой краевой задачи: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Σ

,0|
,0|
,

0=tu
v

fLv
 

где )(= puLf . В силу леммы 4 и оценки (20) 
имеем:  

=2)(= puapcLupLuf jiij ∂∂−++  

),(2)(= 0, Ω∈∂∂−+ α
D
СpuapcLu jiij  

.||,||||,|| )(1,)(0, αα Ω≤Ω uCf  
Из теории Шаудера для параболических 

уравнений [7, гл. 4] и предыдущей оценки теперь 
следует, что  

.||,||||,||

||,||||,||),(

)(1,
3

)(1,
2

)(0,
1

)(2,2,

αα

ααα

Σ≤Ω≤

≤Ω≤ΩΩ∈

fCuC

fCvСv
D  

Лемма доказана. 
Учитывая свойства функции p  (см. лемму 4), 

получаем:  

.][=][/=
=

fapapf
puupv

νν νν

ηηη =∂+∂∂
ΣΣΣ              (23) 

Запишем теперь для v  формулу Грина:  
    .),(ˆ)]([=)( Ω∈− PPUPLvVPv ϕ       (24) 

Откуда, учитывая (12) и лемму 6, получаем:  
),(][=ˆ 2, Ω∈− αϕ

D
СvLvVU  

   .||,||||,ˆ|| )(1,)(2, αα ϕϕ Σ≤Ω CU            (25) 

Достаточность. Пусть )(ˆ 2, Ω∈ α
D
СfU . Из ре-

зультатов [8] следует, что существует единст-
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венное решение )(0, Σ∈ αϕ
D
С  интегрального урав-

нения   
          .),()(=)(ˆ 1, Σ∈Σ∈ PСPPU αψϕ

D
          (26) 

Покажем, что это решение единственное в 
классе непрерывных функций на Σ . Действи-
тельно, пусть существуют два решения уравнения 
(26) )(, 21 Σ∈Cϕϕ . Тогда функция 

)(ˆ)(ˆ=)( 21 PUPUPv ϕϕ −  является решением 
внешней и внутренней первой краевой задачи  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

Σ

.0|
,0|
,0

0=tu
v
Lv

  

В силу единственности решения первой краевой 
задачи заключаем, что 0≡v  в D . С другой 
стороны, по формуле скачка по конормали для 
потенциала простого слоя с непрерывной 
плотностью [2, с. 49] получаем 

=−−− −+ )]([ˆ)]([ˆ
2121 PUPU ϕϕϕϕ ηη  

,0,=)]()()[]([= 12 Σ∈∀− PPPPa ϕϕν  

откуда 21 ff ≡  на Σ ; здесь +
ηÛ  и −

ηÛ  обозначают 
предельные значения производной по конормали 
изнутри и извне области соответственно. 

В −Ω  потенциал fÛ  является решением 

первой краевой задачи: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

Σ∈=
=

ΣΣ

.0|

),(|ˆ|
,0

0=

2,

tu

СUu
Lu

αϕ
D

 

Существует и единственно решение )(2, Ω∈ αCu  
этой задачи [7, гл. 4] и  

.||,ˆ||||,ˆ||||,|| )(2,
2

)(2,
1

)(2, ααα ϕϕ Ω≤Σ≤Ω− UCUCu  
В силу единственности 

−Ω∈PPuPU ),(=)(ˆϕ . По формуле скачка для 
потенциала простого слоя по нормали получаем:  

),(ˆˆ= 1, Σ∈− +− α
νν ϕϕϕ

D
СUU  

.||,ˆ||||,|| )(2,)(1, αα ϕϕ Ω≤Σ UC  
Теорема доказана. 
Отметим, что для уравнения теплопровод-

ности модифицированный  потенциал простого 
слоя  ϕÛ  в этом случае совпадает с потенциалом 
простого слоя ϕU , так как 1][ ≡νa . 

Следствие 7. Пусть выполнены условия 
теоремы 5 и )(1, DCaij

α∈ . Тогда для потенциала 
проcтого слоя имеем:   

),()( 1,2, Σ∈⇔Ω∈ αα ϕϕ
DD
ССU  

)(0)>,( 1,
21 Σ∈∀∃ αϕ

D
СCC  

.||,||||,||||,|| )(1,
2

)(2,)(1,
1

ααα ϕϕϕ Σ≤Ω≤Σ CUC  
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МЕХАНИЗМ ФОРМИРОВАНИЯ  
ВОЛНОВЫХ ДИССИПАТИВНЫХ СТРУКТУР  
В ОДНОЙ ИЗ ЗАДАЧ НАНОТЕХНОЛОГИЙ 

 
Д.А. Куликов 

Ярославский государственный университет имени П.Г. Демидова 

MECHANISM OF THE FORMATION  
OF THE WAVE DISSIPATIVE STRUCTURES  

IN ONE OF THE NANOTECHNOLOGICAL PROBLEMS 
 

D.A. Kulikov 
 
 

Рассматривается нелинейное дифференциальное уравне-
ние с частными производными с отклоняющейся (преобразо-
ванной) пространственной переменной. Данное уравнение 
служит одной из математических моделей формирования рель-
ефа на поверхности пластины под воздействием потока ионов. 
В работе изучена периодическая краевая задача. Предложен 
механизм формирования волнового нанорельефа как результат 
потери устойчивости плоского рельефа. Волновой рельеф на-
ходится  в результате решения бифуркационных задач, для 
исследования которых использован аппарат теории нормаль-
ных форм, метод инвариантных многообразий. Для решений, 
описывающих волновой нанорельеф, приведены асимптотиче-
ские формулы.  

The nonlocal equation of erosion simulating the process of sur-
face shaping under ionic bombardment is considered.  This equation 
contains the terms with transformed space variable. A periodic 
boundary value problem for this equation is studied. The possibility 
of a ripple topography formation is demonstrated by means of bifur-
cations theory methods.  Asymptotic formulas for nanostructures 
are obtained by applying the method of normal forms and invariant 
manifolds. 

 
 
 

 
 
 

Ключевые слова: бифуркации и устойчивость, волновой 
нанорельеф, пространственно неоднородные решения. 
 

 

Keywords: bifurcation, stability, ripple structures, space– 
nonhomogeneous solutions. 
 
 

В работе рассматривается нелинейное 
уравнение с частными производными с откло-
няющимся аргументом, которое моделирует 
формирование нанорельефа при бомбардировке 
ионами плоской поверхности мишени. Этот 
технологический процесс имеет широкое при-
менение в микроэлектронике (наноэлектронике) 
при обработке полупроводниковых материалов. 
Математические модели базируются на осново-
полагающих идеях П. Зигмунда (см., например, 
[1, 2]). В настоящее время широкую известность 
получила математическая модель, предложен-
ная Брэдли–Харпером [3–5]. Для математиче-
ской модели, которая носит название «уравне-
ние Брэдли–Харпера» (иногда его называют 
уравнением Курамото–Сивашинского), в работе 
[5] был предложен один из возможных меха-
низмов формирования наноструктур в результа-
те потери устойчивости плоского состояния 
равновесия (СР) и локальных бифуркаций неод-
нородных диссипативных структур. В данной 
работе математическому анализу будет под-
вергнута иная модель, которая также получена 
на развитии идей П. Зигмунда, но учитывает 

нелокальные эффекты, возникающие при ионной 
бомбардировке (см. [6, 7]). В работах [6, 7] можно 
найти вывод этого уравнения, а также постановку 
задач, возникающих при исследовании указанной 
математической модели формирования неоднород-
ных наноструктур. Приведем уравнение нелокальной 
эрозии уже в перенормированном виде 

,))(()(

)(
2

3
2

2

1

xx

xxxxt

wwubwb

wwubwucwauu

−++

+−+−+−=
     (0.1) 

где ),( xtuu =  – нормированное отклонение от плос-
кого фронта мишени, .),,( Rhhxtuw ∈−=  Коэффи-
циенты 321 ,,,, bbbca  характеризуют условия, при 
которых происходит обработка мишени. Так, все они 
зависят от угла Θ  между направляющей потока ио-
нов и нормалью к недеформированной поверхности 
(см. рис. 1, где PQ – нормаль, стрелками указано на-
правление пучка ионов). Наконец, .0, >ca  Положи-
тельный коэффициент a  зависит от интенсивности 
потока ионов, то есть ),( Θ= Jaa  и при фиксирован-
ном Θ  данная функция убывает при возрастании ,J  
где J  – интенсивность потока. 
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Рис. 1. Формирование нанорельефа 

Как и в работах [3–7], уравнение (0.1) бу-
дем рассматривать вместе с периодическими 
краевыми условиями. С учетом нормировок 
можно считать, что при всех 0, ≥tx выполнено 
равенство 

).,()2,( xtuxtu =+ π                  (0.2) 
Будем полагать, что .2/π=h  Иной, важ-

ный с точки зрения приложений случай, когда 
,π=h  был рассмотрен в работе [8]. 
Рассмотрим далее вопрос, связанный с 

описанием структуры окрестности нулевого 
решения. Дополним краевую задачу (0.1), (0.2) 
начальными условиями 

).(),0( xfxu =                      (0.3)  
В этом случае считаем, что ,)( 1Hxf ∈  где 

через 1H обозначено пространство, состоящее 

из π2 -периодических функций ;0[)( 1
2Wxf ∈  

],2π  где через ]2;0[1
2 πW  обозначено простран-

ство Соболева [9]. При таком выборе )(xf   
из результатов работы [10] вытекает локальная 
разрешимость смешанной задачи (0.1)–(0.3). 

Уравнение (0.1) входит в класс абстракт-
ных параболических уравнений с преобразован-
ным пространственным аргументом. Исследо-
вания краевых задач для отличных от (0.1) 
уравнений можно найти в работах [11–13],  
в которых рассматриваемые уравнения имеют, 
как правило, приложения в нелинейной оптике. 

Отметим в заключении этого раздела, что 
краевая задача (0.1)–(0.3), наряду с решением 

),,( xtu  допускает решение ,),( Cxtu +  где C  – 
произвольная постоянная. Далее будем рассмат-
ривать окрестность нулевого решения в смысле 
нормы фазового пространства. Окрестность 
иных СР Cxtu =),(  в силу вышесказанного мо-
жет быть заменена на окрестность нулевого ре-
шения. С физической точки зрения замена 

Cuu +→  означает смену системы координат. 
§ 1. Линейный анализ 

Для исследования устойчивости нулевого 
СР рассмотрим вспомогательную краевую зада-
чу, которая возникает после линеаризации крае-
вой задачи (0.1)–(0.2) в окрестности тривиаль-
ного СР. В результате получим линейную крае-
вую задачу 

),,()2,( ,)( xtuxtuuaAut =+= π           (1.1) 

где линейный дифференциальный оператор (ЛДО) 
)(aA имеет в качестве области определения доста-

точно гладкие π2 -периодические функции по пере-
менной .x  Иначе, 

).(,)()( hxvvvvvcvaxvaA hhh −=−+′−′′=  
В силу полноты семейства функций )}{exp(ikx   
в пространстве )2;0(2 πL собственные значения (СЗ) 
ЛДО )(aA определяются равенством 

…,2,1,0),exp(1
)exp(2

±±=−−+
+−−−=

ninh
inhicnannλ            (1.2) 

В частности, ЛДО )(aA  является производящим 
оператором аналитической полугруппы линейных 
ограниченных операторов [14], а краевую задачу 
(1.1) можно проинтерпретировать как абстрактное 
параболическое уравнение в ).2;0(2 πL  Добавим, что 
вне зависимости от выбора h  справедливо равенство 

.00 =λ Расположение остальных точек спектра  
на комплексной плоскости изучим детально при спе-
циальном выборе отклонения )./2( π=hh  

Тогда из равенства (1.2) вытекает, что  
при ,4kn =  ,Zk ∈  ,4)4( 2

4 ickkak −−=λ  =k4Reλ  

,)4( 2ka−=  kck 4Im 4 =λ . Если ,14 += kn  то =+14kλ  

−+−=+++−+−= +
2

14
2 )14(Re,1)14()14( kaickka kλ

.1Im,1)14( 1 =++− +kck λ  Аналогичные вычисления 
при 24 += kn  приводят к равенствам  

.)24(Im
,2)24(Re

,2)24()24(

2

2
24

2
24

ck
ka

kicka

k

k

k

+=
++−=

++++−=

+

+

+

λ
λ

λ

 

Наконец, при 34 += kn получаем, что 

.1Im
,1)34()34(Re

,1)34()34(

34

2
34

2
34

−=
++++−=

−++++−=

+

+

+

k

k

k

ckka

ikcka

λ
λ

λ

 

Сразу отметим, что 00 =λ  при всех рассматривае-
мых a  и .c  Поэтому вопрос об устойчивости СР 
сводится к проверке неравенств 0 Re <nλ при ос-
тальных ).0( ≠nn  При этом можно ограничиться 

рассмотрением лишь ,,2,1 …=n  так как .nn λλ =−  
При kn 4=  ),2,1( …=k  неравенство 0 Re 4 <kλ  вы-
полнено при всех .0>a  Если 24 += kn  

),,2,1,0( …=k  то неравенство 0 Re 24 <+kλ  будет 

выполнено, если 2)24/(2 +> ka  при всех рассматри-
ваемых k  и, следовательно, с необходимостью 

.2/12 => aa  При 2aa =  у ЛДО )( 2aA  есть СЗ 
.22 ci±=±λ  При ,2aa <  по крайней мере, одна пара 

СЗ переходит в правую полуплоскость комплексной 
плоскости и СР Cxtu =),( становятся заведомо неус-
тойчивыми.  
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При 14 += kn  аналогичные рассуждения 
приводят к неравенству ,11 сaa −=>  гаранти-
рующему выполнение условия 0 Re 14 <+kλ  при 
всех ,,2,1,0 …=k  если, конечно, учесть условие 

.0>c  
Пусть теперь .34 += kn  В данном случае 

неравенство ,0 Re 34 <+kλ  если ,,2,1,0 …=k  
выполнено при всех .9/)31(3 caa +=>  

Положим, ).,,max( 321 aaaaкр =  Тогда при  

крaа >  справедливо неравенство <−≤ 0 Re γλn  

,0<  .00 >= Constγ  Наличие СЗ 00 =λ  означа-
ет, что нулевое решение краевой задачи устой-
чиво, но не может быть асимптотически устой-
чивым ни при каком выборе параметров задачи. 

Если ,крaa <  то нулевое СР теряет устой-

чивость, так как у ЛДУ )(aA появляются СЗ  
в правой полуплоскости комплексной плоско-
сти. При крaa =  реализуется критический слу-
чай в задаче об устойчивости. 

Лемма 1. Пусть ),1/2;0(∈с  тогда 
caaкр −== 11  и у ЛДО )( 11 aAA =  есть СЗ 

,00 =λ  ,1, 111 =±=± σσλ i  которым отвечают 
собственные функции (СФ) ,1)(0 =xe  

)exp()(1 ixxe ±=±  соответственно. Для осталь-
ных СЗ ЛДО 1A выполнено неравенство 

.0,0 Re 00 >=<−≤ Constn γγλ  
Лемма 2. Пусть ).7/6;2/1(∈с  Тогда =крa  

.2/12 == a  ЛДО )( 22 aAA =  имеет СЗ ,00 =λ  
,22 σλ i±=±  .22 c=σ  Им соответствуют СФ 

,1)(0 =xe  ).2exp()(2 ixxe ±=±  Для остальных СЗ 
выполнено неравенство .0 Re 0 <−≤ γλn   

Лемма 3. Пусть ).7/6;( ∞∈с  Тогда ЛДО 
)( 33 aAA =  ( /9))31(3 caaкр +== ) имеет СЗ 

,00 =λ  ,33 σλ i±=±  ,13 −=σ  которым отвеча-
ют СФ ,1)(0 =xe  )3exp()(3 ixxe ±=±  соответст-
венно. Для остальных ,nλ как и ранее, 

,0 Re 0 <−≤ γλn  .00 >= Constγ  
Доказательство лемм сводится на первом  

этапе к вычислению 321 ,, aaa  с последующим  
их сравнением. 

Замечание 1. Если /2,1=с  ,2/1=a  то 
ЛДО )(aA  имеет СЗ i±=2,1λ  кратности 2. Им 
отвечают СФ  ),exp()(1 ixxe ±=±  =± )(2 xe  

),2exp( ix±=  и, конечно, как всегда, есть СЗ 
00 =λ  ).1)(( 0 =xe  
При /67=с  и /21=a  у ЛДО )(aA  есть две 

пары чисто мнимых СЗ 22 σλ i±=±  )/37( 2 =σ  

и 33 σλ i±=±  ).1( 3 −=σ  Им отвечают СФ 
)2exp()(2 ixxe ±=±  и )3exp()(3 ixxe ±=±  соответст-

венно. Конечно, СЗ 00 =λ  сохраняется. 
Итак, при /67=с  и /21=с  имеют место крити-

ческие случаи коразмерности 2 с дополнительным 
вырождением. При );6/7(;7/6)2/1(;1/2)0( ∞∪∪∈с  
реализуются критические случаи коразмерности 1. 
При изменении параметров задачи потеря устойчи-
вости происходит колебательным образом. 

Пусть ;1/2),0(∈с .1 сaкр −=  В рамках этой ра-
боты такой критический случай будем называть пер-
вым. При 7/6),1/2;(∈с  /21=крa  реализуется второй 

критический случай. Если же ),7/6;( ∞∈с  
,9/)31( сaкр +=  то такой случай в данной работе бу-

дем называть третьим. Случаи коразмерности  2, ко-
гда /2,1=с  /21=a  и /6,7=с  ,9/)31( сa +=  соответ-
ственно будем называть четвертым и пятым критиче-
скими случаями. 

Ниже рассмотрим нелинейные краевые задачи  
в случаях, близких к отмеченным критическим. 

§ 2. Критические случаи коразмерности 1 
Положим,  ,  1εγ−= крaa

 
,1 сaкр −=  где 

),2/1;0( ∈c  ,11 ±=γ  ,);0( 0εε ∈  положительная 
постоянная 0ε  достаточно мала. Подчеркнем 
еще раз, что при таких предположениях реали-
зуется случай, близкий к первому критическому 
случаю. Обозначим через )( 1 εA  ЛДО вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ),0( ],2/[

2/ 

11

'
1

AAxvxv

xcvxvaxvA кр

=−−+

+−−′′−=

π

πεε
 

область определения которого состоит из дос-
таточно гладких π2 -периодических функций 
( )xv . У ЛДУ ( )ε1 A  есть СЗ ,0)(0 =ελ  
( ) ,111 σεγελ i±=±  ,11 =σ  которые отвечают СФ 

,1)( 0 =xe  )exp(1 ixe ±=±  соответственно. Следо-
вательно, поведение решений краевой задачи 
при достаточно малых начальных условиях оп-
ределяется поведением решений трехмерной 
системы дифференциальных уравнений на цен-
тральном инвариантном многообразии (см., на-
пример, [15–16]). Эту систему, если она записа-
на в специальном и удобном виде, принято на-
зывать нормальной формой, а иногда и квази-
нормальной формой [17]. 

Для построения нормальной формы  
на трехмерном инвариантном многообразии 
воспользуемся аналогом метода Крылова–
Боголюбова (см. [5, 17]) и решение нелинейной 
краевой задачи (0.1), (0.2) (если, конечно, 

, /2 π=h
 

)2/1;0(, 1 ∈−= caa кр εγ ) будем искать в 
виде суммы  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),  ,,,,

,,,,,
2

3
2/3

2

1
2/1

1

εεε

εψε

Osxtusxtu

sxtussxtu

+++

++=
      (2.1) 
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где ,3,2,1=j  , ts ε=  ,10 ≥≤ ε  ( ), 1 sψ  
( )sxtu j ,,  – достаточно гладкие функции, 

которые по переменной x  имеют период 
π2  (удовлетворяют краевым условиям 

(0.2)), а по t  – период 1/2 σπ . Уместно  
для дальнейших построений отметить,  

что ( )( ) εε
s

u
t

u
txtu

t
jj

j ∂

∂
+

∂

∂
=

∂
∂ ,, . Ниже  

( ) ( ) 3.2,,1,),2/(,,, =−= jsxtusxtw jj π  
Подстановка суммы (2.1) в краевую 

задачу (0.1), (0.2) с последующим прирав-
ниванием выражений при одинаковых сте-
пенях ε  приводит к серии линейных крае-
вых задач для определения ).3,2,1( =ju j  
При их формировании и изучении будем 
интерпретировать s  как параметр. Итак, 
получаем 

                       ,  111 uAu t =                   (2.2) 
             ( ) ( ),,, ,2, 11 sxtusxtu =+ π          (2.3) 

( )
( ) ( ) ,2

121111

212
'
1

xx

t

wbwwub

uAus

+−+

+=+ψ
         (2.4) 

         
( ) ( ), ,,,2,  22 sxtusxtu =+ π         (2.5) 

( )
( )
( )( )

( ) ),(exp)()(exp

2

1111

11
2

1113

2121221

2111313

tiixsztiixsz

uwub

wwbwwub
wwubuAu

xxx

xxx

xt

σσ

εγω

−−′−+′−

−−−+

++−+
+−+=

(2.6) 

        
( ) ( ), ,,,2, 33 sxtusxtu =+ π          (2.7) 

где штрихом обозначена производная по .s  
Для всех трех краевых задач рассмот-

рим вопрос о существовании 1/2 σπ -
периодических решений по переменной t . 

В  качестве  решения   краевой   задачи 
(2.2), (2.3) выберем функцию 

( ) ( )
,) (exp

exp,, 

11

111

tiixz
tiixzsxtu

σ
σ

−−+

++=
        

(2.8) 

где функции ),(11 szz =  )(11 szz =  будут оп-
ределены ниже. 

Замечание 2. Рассмотрим неоднородную 
краевую задачу ( ), , xtgvAv mt +=

 
( ) =+ π2, xtv  

( )xtv ,= , где ,   3,2,1=m  а функция ( )   , xtg  
имеет по переменной t  период ,/2 mσπ

 
а по 

x  – .2π  Тогда данная неоднородная крае-
вая задача имеет mσπ /2 -периодическое 
решение по переменной ,t  если выполнены 
условия разрешимости: 

( )
( ) =∫∫ dxdtxtg

m
m ,

2

2

0

/2

0
2

πσπ

π

σ

 

( )
( ) .0) (exp,

2

2

0

/2

0
2

=±±= ∫∫ dxdttiimxxtg m
m

m

σ
π

σ πσπ

 
Равенства 

( )
( )

( )
( ) 0) (exp,

2

,
2

                     

2

0

/2

0
2

2

0

/2

0
2

=±±=

=

∫∫

∫∫

dxdttiimxxtv

dxdtxtv

m
m

m

m

m

σ
π
σ

π
σ

πσπ

πσπ

 

выделяют одно подходящее решение. 
Рассмотрим сначала неоднородную крае-

вую задачу (2.4), (2.5). Из условий ее разреши-
мости и способа  выбора решения краевой зада-
чи (2.2), (2.3) (см. формулу (2.8)) получаем, что 
справедливо равенство 

).bb(2, |z|    211
2

111 +==′ qqψ           (2.9) 
При таком выборе ( )s11 ψψ =  функция 

( ) ( ) )22(exp22exp,, 1
2
11

2
12 tiixztiixzsxtu σξσξ −−++=

будет решением краевой задачи (2.4), (2.5). Здесь 
11 =σ , а .21 ξξξ i+=  При этом 

( )( ) ,2/)]1(21bb[ 11211 θξ cbc −+−+=  
( ) ( ) ,2/]bb)1(21[ 12112 θξ +−−−= ccb  

.265 2
1 +−=θ cc  

Условия разрешимости в классе 1/2 σπ -
периодических функций по переменной t  при-
водят к уравнениям для ( ), 1 sz

 
( )s1z  

  
( ) ,2

1111111 zzigdzz ++=′ γ            (2.10) 
где  

( )( ) ( ) ,3/22 3122121121 bbbbcbbbbd ++−+−= θ  
( )[ )( ) ./)]1(21(2 31121211 bcbcbbbbg +−+−++−= θ  

Для ,1z  естественно, получаем комплексно 
сопряженное уравнение к (2.10). Уравнения для 

111 ,,   zzψ  формируют укороченный вариант си-
стемы дифференциальных уравнений, описы-
вающих динамику решений изучаемой краевой 
задачи на трехмерном инвариантном многооб-
разии )(3 εM . 

В системе (2.9),(2.10) положим 

                      
( ) ( ))(exp 111 sisz ϕρ= .            (2.11) 

Замена (2.11) приводит изучаемую нор-
мальную форму (2.9),(2.10) к системе из трех 
уже действительных уравнений  

                       
.

,

,

3
11111

2
111

2
111

ρργρ

ρϕ

ρψ

d

g

q

+=′

=′

=′

            (2.12) 

Напомним, что 1γ  может принимать два значе-
ния 1  или .1−  

Если 11 =γ , то нулевое решение краевой задачи 
(0.1), (0.2) при εγ1−= крaa  неустойчиво. Также не-
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устойчиво СР 01 =ρ  третьего уравнения систе-
мы (2.12). Если при этом 01 <d , то третье урав-
нение системы (2.12) имеет ненулевое СР 

( ) ,/ 1111 ds γρρ −==

 
которое асимптотиче-

ски устойчиво как решение дифференци-
ального уравнения для ( )s1ρ . Итак, спра-
ведливо утверждение. 

Лемма 4. При , 11 =γ  01 <d  система 
дифференциальных уравнений имеет ус-
тойчивое решение ( ) ,0

2
11 ψρψ += sqs

 
,)( 0

2
11 ϕρϕ += sgs  ./ 111 dγρ −=

 
При 

, 11 −=γ  01 >d  данное решение также суще-
ствует, но оно уже неустойчиво. 

Из результатов, изложенных в моно-
графии [17], вытекает, что справедливо ут-
верждение, которое относится к краевой 
задаче (0.1), (0.2), если εγ1−= крaa , а ∈c

 ],)2/1(;0( 1δ−∈  .01 >= constδ  
Теорема 1. Существует такое ,00 >ε  

что при всех ),0( 0εε ∈  рассматриваемая 
краевая задача (0.1), (0.2) имеет решение 

),o(.].)])(22exp()[/(
.].)])()[exp(/(      

)]o(/[),,(            

111

111
2/1

111

εεσξγε
εσγε

εεγε

+++−+

+++−+

++−=

скtiixd
скtiixd

tdqxtu

 

где знак . .ск  заменяет комплексно сопря-
женную функцию к непосредственно ему 
предшествующему слагаемому, а =)(1 εσ  

. / 1111 dg γεσ −=  
Это решение существует, если . 01 <dγ  

При ) 1( 0 11 =< γd  такое решение устойчиво  
и неустойчиво, если ). 1( 0 11 −=> γd  

Из теоремы 1 вытекает, что основную роль 
в ее формулировке играет знак ляпунов-
ской величины 1d , которую можно запи-
сать в следующей форме: 

( ) .3/)1()1(2 3121
2
2

2
11 bcbbcbcbd ++−−−−= θ  

Ситуация, когда 01 <d , а значит реше-
ния, найденные в рамках теоремы 1, устой-
чивы и, следовательно, физически реали-
зуемы, достаточно типична. Если ,021 >bb  
то первое слагаемое в формуле для величи-
ны 1d  всегда меньше нуля при ).1/2;0(∈с  
Поэтому, если 03 ≤b  или 3b  достаточно 
мало, то в данной ситуации .03 <d  Послед-
нее неравенство также реализуется, если 

,03 <b  а 21,bb  достаточно малы. Можно 
привести и иные варианты выбора посто-
янных ,,, 321 bbb  когда реализуется неравен-
ство .03 <d  

Перейдем теперь к случаю, когда 
)6/7;/21(∈c . Напомним, что при этом 

2/12 == aaкр , а ЛДО  2A  имеет СЗ ,00 =λ  

,22 σλ i±=±  ,22 c=σ  которым отвечают СФ 

( ) ,10 =xe  ( ) ( ),2exp 2 ixxe =  ( ) ( )ixxe 2exp2 −= . 
Перейдем ко второму случаю и, положим 

,2εγ−= êðaa  ).;0( 0εε ∈  В этой ситуации выпи-
шем нормальную форму исследуемой нелиней-
ной краевой задачи. Построения в рамках этого 
случая в значительной мере повторяют по-
строения предыдущего. Поэтому ограничимся  
сокращенным вариантом  изложения. Как  
и в предыдущем случае, решения на трехмер-
ном инвариантном многообразии будем искать 
в специальном виде 

                    
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),  ,,,,

,,,,,u
2

3
2/3

2

1
2/1

2

εεε

εψε

Osxtusxtu

sxtussxt

+++

++=
   (2.13) 

где ,st ε=  ( ), 2 sψ  ( )sxtu j ,,  – достаточно гладкие 
функции, .3,2,1=j  Последние три функции по 
переменным ,t  x  имеют период ,/2 2σπ  π2  со-
ответственно. Положим теперь 

( ) ( ) ,)2(exp2exp,, 22221 tiixztiixzsxtu σσ −−++=  

где функции ),(22 szz =  ),(22 szz =  ( )s22 ψψ =  
подлежат определению как решения системы 
дифференциальных уравнений нормальной 
формы. Приступим к ее построению.  

Подставляя сумму (2.13) в краевую задачу 
(0.1), (0.2) при ,2εγ−= êðaa  ,12 ±=γ  

),6/7;2/1(∈c  а затем приравнивая члены полу-
ченного равенства при одинаковых степенях ,ε  
получим две неоднородные  краевые задачи для 

, 2u  .3u  Итак, в данном случае они имеют вид, 
аналогичный краевым задачам (2.4), (2.5), (2.6), 
(2.7): 

              
( ) ( ) ,2

121111

2222

xx

t

wbwwub

uAu

+−+

+=+′ψ
          (2.14) 

),,,(),2,( 22 sxtusxtu =+ π             (2.15) 

[ ] [ ]
[ ] ,2 2

1113212

12212111

123231

xxx

xx

xxt

wwubwwb

wwubwwub
uuAuu

−++

+−+−
+−=+′ γ

      (2.16) 

( ) ).,,(,2, 33 sxtusxtu =+ π          (2.17) 
Выше, как и ранее, штрихом обозначена частная 
производная по s . Из условий разрешимости неод-
нородной краевой задачи  (2.14), (2.15) в классе пе-
риодических по t  функций с периодом 2/2 σπ  нахо-
дим, что 2ψ  удовлетворяет уравнению 

,|| 2
222 zq=′ψ                      (2.18) 

где 22 8bq = . В таком случае решения краевой задачи 
(2.14), (2.15) можно и следует выбрать в виде суммы 
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( ) ( )
),24(exp

24exp,,

2
2
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2
2
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tiixz

tiixzsxtu

ση

ση

−−+

++=

 

,21 ηηη i+=  а .
)1(2

c,
)1(2

c
2
2 1

22
 1 2

1
c
bb

c
bb

+

−
−=

+

+
−= ηη   

В свою очередь разрешимость неоднород-
ной краевой задачи (2.16), (2.17) приводит к 
формированию уравнения для 2z  

            ,||)( 2
2222222 zzigdzz ++=′ γ        (2.19) 

где ,8)1/()bb 2(4d 3
2

21
2
1

2
22 bccbb ++++=  =2g  

).1/()3)2((4 2
21

2
1

2
2 cbbcbb +−−=  Сразу отметим, 

что неравенство 02 <d  реализуется относи-
тельно «редко», например, если 03 <b , а посто-
янные 21 , bb   достаточно малы.  

Рассмотрим, как и ранее, более детально 
систему дифференциальных уравнений (2.18), 
(2.19) и, положим, что  

.)(
,0)(
),exp(

22

22

222

Rs
s

i z

∈=
≥=

=

ϕϕ
ρρ

ϕρ
 

В результате получим систему уже из трех 
действительных обыкновенных дифференци-
альных уравнений 

.

, 

,

3
22222

2
222

2
222

ρργρ

ρϕ

ρψ

d

g

q

+=′

=′

=′

           (2.20) 

Лемма 5. Пусть ,02 <d  .12 =γ  Тогда сис-
тема (2.20) имеет устойчивое решение =2ψ  

,20
2
22 ψρ += sq  ,g 20

2
222 ϕρϕ += s  =2 ρ  

./ 22 dγ−=  При ,02  d >  12 −=γ  это решение 
также существует, но оно неустойчиво. 

Теорема 2. Пусть εγ 2−= крaa  1),( 2 ±=γ  

],)67(;)21[(c δδ  / / −+∈  .0>δ  Существует та-
кое , 00 >ε  что при всех ) ;0( 0εε ∈  краевая за-
дача (0.1), (0,2) имеет решение, для которого 
справедлива асимптотическая формула  

++−= tdqxtu )]o(/[),,( 222 εγεε  

),o(.].)])(24exp()[/(
.].)])(2)[exp(/(

222

222
2/1

εεσηγε
εσγε

+++−+

+++−+

скtiixd
скtiixd

где  ..ск обозначает слагаемое, которое ком-
плексно сопряжено предшествующему и выпи-
санному явно, а . /)( 22222 dg γεσεσ −=   

Это решение существует, если  022 < dγ  
1).( 2 ±=γ  При 02 <d  1)( 2 =γ  оно устойчиво  

и неустойчиво при 02 >d  .)1( 2 −=γ  
Доказательство теоремы 2 проводится по 

относительно стандартной схеме (см. [5, 17]). 
Уместно также отметить, что в теоремах 1, 2 
речь идет не об одном решении, а об их семей-

стве, так как наряду с указанным  решением ) ,,( εxtu  
можно выбрать и решение как 

. , ,),,( Rxtu ∈++ βαβεα  
Перейдем к рассмотрению третьего случая. 

Пусть ,);6/7( ∞∈c   ,3εγ−= крaa  .9/)31( caкр +=  
В этом случае решения будем искать в виде  

),(),,(),,(

),,()(),,( 
2

3
2/3

2

1
2/1

3

εεε

εψε

Oxstuxstu

xstusxtu

+++

++=
   (2.21) 

где ts ε= , то есть в форме, аналогичной (2.1), (2.13). 
В формуле (2.21), положим, 

,)3exp()3exp(z),,( 33331 tiixztiixxtu σσε −−++=  

где функции ),(33 szz =  ),(33 szz =  ( )s33 ψψ = , как 
и в первых двух случаях, подлежат определению.  

Опуская детальный анализ построения нор-
мальной формы, вопрос сводится к исследованию 
системы дифференциальных уравнений 

,||)(

 ,||
2

3333333

2
333

zzigdzz

zq

++=′

=′

γ

ψ
       (2.22) 

которую можно записать в иной форме, если 
).(exp 333 ϕρ iz =  В итоге получим действительную 

систему дифференциальных уравнений 

.
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3
33333

2
333

2
333

ρργρ

ρϕρψ

d
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+=′

=′=′
              (2.23) 

В системах (2.22), (2.23) постоянные 333 g,q,d  опре-
деляются в процессе реализации алгоритма 

./))29()61(3)(6(9g
 ,27/))31(6

)31((27

.)31()61( ,618

312123
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Θ+−+−=
+Θ+−

−−+=

+++=Θ−=

cbcbbb
bcb

cbbcbd

ccbbq

 

Как и в двух предыдущих случаях справедливо 
утверждение, аналогичное теоремам 1, 2. 

Теорема 3. Пусть ),( 33 aaaa кркр =−= εγ  

),(3 εγ −= крasign  ),;6/7[ ∞+∈ δc  .0>δ  Сущест-

вует такое , 00 >ε  что при всех ) ;0( 0εε ∈  краевая 
задача (0.1), (0,2) имеет решение  

),o(.].)])(26exp()[/(
.].)])(3)[exp(/(

)]o(/[),,(

333
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333

εεσζγε

εσγε

εεγε
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+++−+
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скtiixd
скtiixd

tdqxtu

 

где ,..ск  как и ранее, обозначает слагаемое, ком-
плексно сопряженное предшествующему и выписан-
ному явно, а . /)( 33333 dg γεσεσ −=  Наконец 

.2/)]31([9 
,2/)]92()61(3[3 ,

3212

312121
Θ++=

Θ+−+=+=
cbcb

cbcbi
ζ
ζζζζ

 

Данное решение существует, если .033 <dγ  При 
03 <d  оно устойчиво и неустойчиво, если .03 >d  

Отметим, что здесь речь идет не об одном решении,  
а о семействе таких решений вида  

. , ,),,( Rxtu ∈++ βαβεα  
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В заключение этого раздела отметим, что  
в теоремах 1, 2, 3 указаны решения одного типа, 
где функция, задающая эти решения, состоит из 
двух частей: линейной относительно t  и перио-
дической функции по переменной t . Такие ре-
шения иногда называют периодическими реше-
ниями второго рода. 

§ 3. Критические случаи коразмерности 2 
Напомним, что при /6,7=ñ  /21=ñ  в зада-

че об устойчивости нулевого решения могут 
реализоваться критические случаи, когда  
на мнимой оси находятся пять СЗ с учетом 
кратности.  

Рассмотрим сначала случай, когда /2,1=a  
/2.1c =  При таком выборе коэффициентов ЛДУ  

)2/(],[2/2/)()(0 π−=−+′−′′= xvvvvvvxvaA hhh
 

имеет нулевое СЗ, а также двукратные СЗ i и 
.i−  
Положим, 

                 ,2/1,2/1 βεαε −=−= ca               (3.1) 
где );0( 0εε ∈  будем далее рассматривать в ка-
честве малого параметра. С учетом равенств 
(3.1) ЛДО )(0 aA  можно записать в виде 

].[)2/1(v)2/1()()( hh vvvxvA −+′−−′′−= βεαεε  
Заметим, что полученный ЛДО определен  
на достаточно гладких π2 -периодических 
функциях. Этот ЛДО имеет СЗ 0)(0 =ελ   
при всех ),;0( 0εε ∈  которому отвечает СФ 

.1)(0 =xe  Наконец, СФ )2exp()exp( ix,ix ±± отве-
чают СЗ 

).21(4)( ,)()( 4,32,1 βεαεελεβαελ −±=±+= ii  
Напомним, что для остальных СЗ ЛДО )(0 εA  
выполнено неравенство 

,Re 0γλ −≤k  ,...,4,3 ±±=k  .00 >= constγ  
Ясно, что )0(0 AA = . Рассмотрим теперь 

нелинейную краевую задачу (0.1), (0.2) при 
,/2)1( αε−=a  .)2/1( βε−=c  При таком вари-

анте выбора коэффициентов краевая задача 
(0.1), (0.2) в окрестности любого из выбранных 
однородных СР имеет центральное многообра-
зие )(5 εM  размерности 5 [15–16]. При этом 
динамику решений на нем определяет система 
из пяти дифференциальных уравнений – нор-
мальная форма. В предыдущем разделе во всех 
трёх случаях соответствующее центральное 
многообразие было трехмерным, и нормальная 
форма содержала три дифференциальных урав-
нения. Для построения нормальной формы ис-
пользуем практически тот же алгоритм, что  
и в предыдущем разделе с некоторыми модифи-
кациями. 

Решения на многообразии )(5 εM  будем 
искать в следующей форме 

),(),,(),,(

),,()(),,(u
2

3
2/3

2
2

1
2/1

4

εεε

εψε

Oxstuxstu

xstusxt

+++

++=
    (3.2) 

где, как и ранее, ,ts ε=  но в нашем случае следует 
положить 

).2exp()()2exp()(

)exp()()exp()(),,(u

22

111

itixszitixsz

itixszitixszxst

−−+++

+−−++=
 

Достаточно гладкие по совокупности переменных 
функции )3,2)(,,( =jxstu j  по переменным xt,  
имеют период π2 . 

Подстановка суммы (3.2) в краевую задачу  
(0.1), (0.2) при выбранных a  и c  ,)2/1(( αε−=a  

))2/1( βε−=c  приводит к двум неоднородным крае-
вым задачам для определения функции ),,( xstu j  

).3,2( =j  Ниже, как и ранее, штрихом обозначена 
производная по s. 

,][ 2
1211114202 xxt wbwwubuAu +−=′+− ψ     (3.3) 

).,()2,,( 22 xtuxstu =+ π                  (3.4) 

,][2][

][
)2exp()2exp(

)exp()exp(

2
11132121221

211111

22

11303

xxxx

xxx

t

wwubwwbwwub

wwubwu
itixzitixz

itixzitixzuAu

−++−+

+−++−=
=−−′++′+

+−−′++′+−

βα
(3.5) 

).,,()2,,( 33 xstuxstu =+ π                (3.6) 
Здесь .2,1)),2/(,,(),,( =−= jxstuxstw jj π  

Из условий разрешимости неоднородной крае-
вой задачи (3.3), (3.4) в классе π2 -периоди-ческих 
по t функций получаем уравнение для определения 

.4ψ ′ В нашем случае оказалось, что 

                     ,|||| 2
22

2
114 zczc +=′ψ                 (3.7) 

где 22211 8),(2 bcbbc =+= . 
Далее, как обычно, следует найти ),,(2 xstu  – 

решение неоднородной краевой задачи (3.3), (3.4). 
Замечание 3. Рассмотрим неоднородную крае-

вую задачу ( ),,0 xtFuAut =−  ( ) ( ),,2, xtuxtu ≡+ π  
где ),( xtF  – π2 -периодическая функция перемен-
ных ., xt Условиями разрешимости данной краевой 
задачи в классе π2 -периодических по t  функций 
служат следующие пять равенств:  

.0),(                

,2,1, ) (exp),(

2

0

2

0

2

0

2

0

=

=±±

∫∫

∫∫

dxdtxtF

mdxdtitimxxtF

ππ

ππ

 

С помощью аналогичных равенств для ),( xtu  един-
ственным образом выбираются подходящие решения 
неоднородного уравнения. После не очень сложных, 
но относительно громоздких вычислений можно по-
казать, что соответствующее решение имеет вид 
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В свою очередь условия разрешимости  
неоднородной краевой задачи (3.5), (3.6) позво-
ляют выписать уравнения для ( ), 11 szz =  

( ):22 szz =  

, 
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где оказалось, что 
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Явные выражения для jkb  приводить не будем  
по двум причинам. Во-первых, из-за их гро-
моздкости, а во-вторых, как будет видно ниже, 
их величина не играет заметной роли при фор-
мулировке результатов и тем более их обосно-
вания. 

Отметим, что при анализе задачи в линей-
ной постановке оказалось, что CЗ i±  ЛДО 0A  
двукратные, но специфика данной краевой зада-
чи такая, что приводит к изучению нерезонанс-
ной нормальной формы (3.7), (3.8). 

Положим ( ) .2,1,  exp == jiz jjj ϕρ  По-
следняя замена позволяет переписать систему 
дифференциальных уравнений (3.7), (3.8) в би-
полярной системе координат 
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    .         ),( 2
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112104 ρρρρψ ccG +==′ (3.11) 

Центральную роль при исследовании играет 
замкнутая подсистема дифференциальных урав-

нений (3.9) для амплитудных переменных 21, pp . 
Она имеет нулевое СР, которое асимптотически ус-
тойчиво, если .0,0 <+< βαα  Пусть, кроме нулевого 
СР, система дифференциальных уравнений (3.9) име-
ет и ненулевые СР: 

( ) ( ) 0,0,  0 2
20

2
10202101 >+≥=≥= ρρρρρρ ss . 

Вопрос об устойчивости каждого из них решается, 
как хорошо известно, с использованием теоремы  
об устойчивости по первому приближению  
и в таком случае приближение сводится к исследова-
нию спектра матрицы Якоби  

. 
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В нашем случае ненулевые СР могут быть трех ти-
пов: ,0, 0:  20101 => ρρS  ,0, 0:  20102 >= ρρS  

.0, 0: 20103 >> ρρS  Так, например, если имеем СР 
,3S  то соответствующую матрицу обозначим 
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При реализации СР 1S  получаем матрицу 
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Наконец, если реализуемое СР 2S , то получаем мат-
рицу 
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Будем предполагать, что СЗ kmμ  матрицы kJ , где 
2,1,   3,2,1 == mk  такие, что для них выполнено ус-

ловие  0  ≠kmReμ  при  всех рассматриваемых mk , , 
то есть kS  – грубые  СР. 

Справедливо утверждение, доказательство ко-
торого повторяет известные конструкции из работы 
[5], а также использует результаты работы [17]. 

Теорема 4. Существует такое 00 >ε , что при 
всех ); 0( 0εε ∈  и ,)2/1(  αε−=a  βε )2/1 ( −=c  кра-
евая задача (0.1), (0.2) имеет решение, порождаемое 
СР 321 , , SSS  системы дифференциальных уравне-
ний (3.9) 
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где 2010, ρρ  координаты одного из СР 
), , ( 321 SSS , а ), , ( 2010 ρρmm GG =  2,1,0=m . 

Данное решение наследует устойчивость соот-
ветствующего грубого СР. 

Отметим, что СР 1S  и 2S  соответствуют 
решения, которые фактически указывались  
в предыдущем разделе, то есть периодические 
решения второго рода. Иной вариант реализует-
ся, если рассматривается случай, когда 

.0,0 2010 ≠≠ ρρ  Тогда из СР бифурцирует про-
странственно неоднородное решение, у которо-
го есть две составляющие: линейная функция от 
t  и квазипериодическая (в общем случае) 
функция переменного t . Условно такие реше-
ния можно назвать квазипериодическими реше-
ниями второго рода. 

 
Аналогичный результат можно получить,  

если ,)2/1( αε−=a  .)6/7( βε−=c  Исследова-

ние краевой задачи (0.1), (0.2) также сводится к ис-
следованию нормальной формы, схожей с системой 
дифференциальных уравнений (3.9), (3.10), (3.11). 

§ 4. Заключение 
В работе рассмотрена периодическая краевая 

задача для нелокального уравнения эрозии. Показа-
но, что при выборе этой математической модели  
сохраняется механизм образования наноструктур, 
который был выявлен для модели Бредли – Харпера 
в работе [5]. Суть данного механизма состоит в том, 
что волновые структуры могут сформироваться  
при потере устойчивости плоского фронта обработки 
мишени ионов (см. также [5, 7, 8]). 
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ОДНА ЗАДАЧА ВИБРАЦИОННОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ 
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Рязанский государственный агротехнологический университет имени П.А. Костычева 

 

ONE VIBRATIONAL STABILIZATION TASK 
 

V.N. Kurashin, E.I. Troickiy 
 
 

Изучена ограниченность решений линейной системы 
дифференциальных уравнений с периодическими коэффициен-
тами. Получены достаточные условия устойчивости. Рассмот-
рен пример вибрационной стабилизации неустойчивого линей-
ного уравнения второго порядка. 

 
Ключевые слова: система линейных дифференциальных 

уравнений, устойчивость, стабилизация. 
 

The linear differential system with periodic coefficient limita-
tion has been considered. They received sufficient conditions of 
stability. They have considered the vibrational stabilization example 
of instable linear equation of the second degree. 

 
 
Keywords: the system of linear differential equations, stabil-

ity, stabilization. 

 
В работах [1, 2] рассматривалась задача об 

устойчивости дифференциального уравнения  
0)p( =++ xtxax                 (1) 

с Т-периодическим коэффициентом p(t), a – const, 
a > 0. При этом  

∫ =−==
T

ttt
0

0 )Mp( m,  )p( inf M,  )p( sup θ ,     (2) 

p(t) ≡ const, M > 0, m > 0. 
Вопрос об устойчивости сводился к задаче 

оптимального управления, решаемой с помощью 
принципа максимума. Пусть D и d – дискриминан-
ты характеристического уравнения (1) при p(t) = M 
и p(t) = – m  соответственно. В работе [1]  исследо-
вался случай D = 0, d > 0. В работе [2]  рассматри-
вался случай,  когда D < 0, d = 0. 

В настоящей статье обсуждается задача  
об устойчивости системы двух линейных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка с Т-пе-
риодическими коэффициентами, удовлетворяю-
щими условию (2), 

xBtAx  ))p(  ( +=                  (3) 

в случае 0 < 2Δ−=D , d = 0. Кроме того,  

АВ – ВА ≠ 0,        q = [ ]∫ +
T

tBtA
0

 0.< d )p( Sp  

Для дальнейших рассуждений примем сле-
дующие обозначения 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

43

21
aa
aa

A ,   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

43

21
bb
bb

B . 

41 aaSpAA +==σ ,    41 bbSpBB +==σ , 

23324411 babababaSpABAB +++==σ , 

BAAB σσσσ −= 20 ,   AD AA det42 ⋅−=σ , 

BD BB det42 ⋅−=σ  
( AD , BD – дискриминанты характеристических 
уравнений матриц А и В соответственно). 

Константа Ляпунова TA  для K
T -периоди-

ческого процесса имеет вид )()
2

(exp kr
k

qAT ⋅= , 

,Nk ∈ где  

.
2

sin)()(
2

cos)( 0 τσωτ Δ
−+

Δ
+

Δ
= BmDmMkr  

Используя результаты [2, 3], получим сле-
дующие достаточные условия устойчивости сис-
темы (3) в рассматриваемом нами случае. 

Теорема. Пусть согласно принятым предпо-
ложениям (2) о системе (3) выполнены условия 

,0 MTmT ≤≤− θ  
,0<0θσσ ⋅+⋅ BA T  

0,<2 22
0 Δ−=++ BA DMMD σ  

   ,02 2
0 =+− BA DmmD σ     (4)                             

,<
)(

)Δ(
<0 0 π

θ
mM

mT
+
+

 

.2)(<0 0
0 ≤−

Δ
−

σ
θ

BmD
MT

 

Тогда система (3) устойчива. 
В качестве примера рассмотрим задачу о виб-

рационной стабилизации неустойчивого уравнения 
0.> 0,< 0, babxxax =++           (5) 

Определим условия, накладываемые на пара-
метры периодической функции p(t), чтобы триви-
альное решение уравнения 
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0.> 0,))p(( 0θ=+++ bxxtax        (6) 
было устойчиво. Уравнение (6) равносильно  
в смысле устойчивости системе (7) 

                       
.))((

,

212

21

xtpabxx
xx
+−−=

=             (7) 

При этом  

.1,4

,,1,
,1,0

,,,1,0

2
0

4321

4321

=−=

=−=−=
−====

−=−===

BA

BA

DbaD

aa
bbbb

aabaaa

σσσ
 

Стабилизация уравнения (5) осуществляется при 
помощи вибраций конечной амплитуды с извест-
ным средним значением за период  периодическо-
го коэффициента, добавляемых к постоянному 
параметру .a Заметим, что при решении практиче-
ских задач трудно обеспечить вибрацию всех па-
раметров [4]. 

Полагая для простоты, что ,1−=a   ,4=b  
,1=T  ,mM =  получим следующие условия виб-

рационной стабилизации: 
 
 

,0 MM ≤≤− θ   ,0<1 0θ−  

0,<1522 −− MM  

,01522 =−+ MM         (8) 

,3<3<0 0 πθ+  .33<0 0 ≤−θ  
Из (8) с учетом положительности М и нера-

венства D < 0 находим значение М для амплитуды 
вибраций, равное 3. Окончательно из (8) получаем 
условие для среднего значения 0)>( 00 θθ перио-
дической функции p(t) на периоде [0; 1] 

).3(3<33 0 −≤− πθ  
Заметим, что уравнение d = 0 в (4) может не 

иметь действительных корней или положительные 
корни не удовлетворяют неравенству D < 0.  
В этих случаях стабилизация неустойчивого урав-
нения (5) предлагаемым способом невозможна. 

Может показаться, что условие d = 0 накла-
дывает жесткие ограничения на параметры систе-
мы (3). Однако проверка условий устойчивости (4) 
в рассматриваемом случае  проще, чем в  знаковых 
случаях: D < 0, d < 0; D < 0, d > 0 [3, 5]. 
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STABILITY OF HYBRID FUNCTIONAL DIFFERENTIAL SYSTEMS  
WITH AFTEREFFECT (HFDSA) 

 
А.S. Larionov, P.M. Simonov 

 
 

Рассматривается абстрактная гибридная система фун-
ционально-дифференциальных уравнений. Получены условия 
её разрешимости в парах пространств. Рассмотрены простые 
примеры. 

 

The abstract hybrid system of the functional differential 
equations is considered. Conditions of its resolvability in couple of 
spaces are received. Simple examples are considered. 

 

Ключевые слова: гибридная система фунционально-
дифференциальных уравнений, устойчивость, метод модель-
ных уравнений. 

 
 

Keywords: hybrid system of functional differential equations, 
stability, model equations’ method. 

 

1. Введение 
Исследование по устойчивости решений 

ГФДСП мало работ. В работе В.М. Марченко  
и Ж.Ж. Луазо [1] исследована задача  
об устойчивости решений линейных стационарных 
ГФДСП. Для систем вида  

1 11 1 12 2( ) ( ) ( )x t A x t A x t= + ,
2 21 1 22 2( ) ( ) ( )x t A x t A x t h= + − , 

1 10(0) kx x= ∈R , 2 ( ) ( )x τ ψ τ= , [ ,0)hτ ∈ − , 11A ∈  
k k×∈R , ( )

12
k n kA × −∈R , ( )

21
n k kA − ×∈R , 22A ∈ 

( ) ( )n k n k− × −∈R , : [ ,0) n khψ −− →
� – кусочно-непре-

рывная вектор-функция, получены необходимые  
и достаточные условия экспоненциальной устой-
чивости [1]. 

Построенная в настоящее время общая теория 
функционально-дифференциальных уравнений [2] 
позволила дать ясное и лаконичное описание их 
основных свойств. В то же время широкие и акту-
альные для приложений классы систем ГФДСП,  
а именно гибридных функционально-дифферен-
циальных уравнений с последействием (ГФДУП), 
формально не охватываются построенной теорией 
и во многом остаются вне поля зрения специали-
стов, использующих функционально-дифферен-

циальные и разностные системы с последействием 
для моделирования реальных процессов. Ниже 
предлагаются гибридные функционально-диф-
ференциальные аналоги основных утверждений 
теории функционально-дифференциальных урав-
нений для задач устойчивости. 

2. Постановка задачи: одно уравнение –  
линейное разностное, определенное на полуоси,  
а другое – линейное функционально-диффе-
ренциальных уравнений с последействием 
(ЛФДУП) на полуоси. Сводим к ЛФДУП  
на полуоси. 

Запишем абстрактную гибридную функцио-
нально-дифференциальную систему в виде  

11 12 11 12

21 22 21 22

,
.

x y x F x F y f
x y y F x F y g
+ = − − =
+ = Δ − − =

L L
L L

 (1) 

Здесь и ниже n  – пространство векторов 
1col{ ,..., }nα α α=  с действительными компонента-

ми и с нормой || || nα . Пусть пространство L   

локально суммируемых , , : [0, ) nf g y ∞ →  с по-

лунормами [0, ]
0

|| || || ( ) || n

T

L Tf f t dt= ∫  для всех 0T > . 

Пространство D  локально абсолютно непрерыв-
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ных функций : [0, ) nx ∞ →  с полунормами 

[0, ] [0, ]|| || || || || (0) || nD T L Tx x x= +  для всех 0T > .  
Операторы 11 11, :F D L→L , 12 12, :F L L→L , 

21 21, :F D L→L , 22 22, :F L L→L  предполагаются 
линейными непрерывными и вольтерровыми. 

Обозначим ( )( ) ( ) ( )y t y t y t hΔ = − − , где 
0,t h≥ >  и ( ) ( ) ( ), [0, )y t y t t hΔ = ∈ .  

Пусть модельное уравнений [2, 4–6]  11x z=L  и 
банахово пространство B  с элементами  
из пространства L  ( B L⊂  и это вложение непре-
рывно) выбраны так, что решения этого уравнения 
обладают интересующими нас асимптотическими 
свойствами. Например, 

0
sup || ( ) || n

t
x t

≥
< ∞

R
. Тогда, 

положив 11

def

x x x z= + =L , принимаем в качест- 
ве банахова пространства B  банахово пространст-
во L∞  измеримых и ограниченных в сущест-
венном функций : [0, ) nz ∞ → R  с нормой 

0
vrai sup || ( ) || n

t
z t

≥
< ∞

R
. Пространство 11( , )D L∞L , по-

рождаемое модельным уравнением, будет состоять 
из решений вида 

( ) ( )

0

( ) ( ) ( )( ) ( )
t

t s tx t z t t e z s ds eα α− − −= + = +∫W U  

( nα ∈R , z L∞∈ ). 
Эти решения ограничены (

0
sup || ( ) || n

t
x t

≥
< ∞

R
) и 

их производная x x z= − +  принадлежит простран-
ству L∞ . Все решения этого уравнения образуют 
банахово пространство с нормой 

11( , )|| ||D Lx
∞L�  = 

0
vraisup || ( ) ( ) || || (0) ||n n

t
x t x t x

≥
+ + < ∞

R R
, 

которое линейно изоморфно пространству  
С.Л. Соболева (1) [0, )W∞ ∞  с нормой 

(1) [0, )
0 0

|| || sup || ( ) || +  vrai sup || ( ) ||n nW
t t

x x t x t
∞ ∞

≥ ≥
= . 

Дальше будем это пространство обозначать как 
W∞ . При этом W D∞ ⊂  и это вложение непрерыв-
но.  

Аналогично можно для банахова пространства 
B L⊂  ввести банахово пространство 11( , )D BL   
с нормой  

11( , )|| ||D Bx L�  = || || || (0) || nBx x x+ + , 
где вложение B L⊂  непрерывно. Предположим, 
что оператор W  действует из пространства B   
в пространство B , а оператор U  действует  
из пространства n  в пространство B . Это усло-
вие эквивалентно тому [2 – 5], что пространство 

11( , )D BL  линейно изоморфно пространству 
С.Л. Соболева (1)[0, )BW ∞  с нормой 

(1) [0, )
|| || || || || ||

B
B BW

x x x
∞
= + . 

Дальше будем это пространство обозначать как 
BW . При этом BW D⊂  и это вложение непрерыв-

но.  
Операторы 11 21 11 12, , , :F F D L→L L  рассматри-

ваются как приведения на пару ( , )BW B : 

11 21 11 21, , , : BF F W B→L L . Операторы  

12 22 12 22, , , , :y F F L LΔ →L L  
также рассматриваются как приведения на пару 
( , )B B : 12 22 12 22, , , , :y F F B BΔ →L L  предполагаются 
линейными вольтерровыми и ограниченными.  

Предположим, что общее решение уравнения 
11x f=L  для f L∈  принадлежит пространству D  

и представляется формулой Коши  

11 11
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

x t X t x C t s f s ds= + ∫ . 

Будем считать, что оператор 22 : L L→L  воль-
террово обратим, то есть существует 1

22 : L L− →L   
и оператор 1

22 : L L− →L  вольтерров. 
Поставим задачу, когда для уравнения (1) при 

любом { , }f g B B∈ ×  ее решения { , } Bx y W B∈ × . 
Рассмотрим второе уравнения 21 22x y g+ =L L . 

Предположим, что оператор 22 : B B→L  вольтер-
рово обратим. Тогда это уравнение запишется  
в виде 1 1

22 21 22x y g− −+ =L L L . Выразим y : 
1 1

22 21 22y x g− −= − +L L L  и подставим в первое уравне-
ние 11 12x y f+ =L L : 1 1

11 12 22 21 12 22( )x f g− −− = −L L L L L L . 
Обозначим 1

11 12 22 21
−= −L�L L L L  и 1f f= − 

1
12 22 g−−L L . Получим уравнение 1x f=L . Предпо-

ложим, что вольтерров оператор : BW B→L  воль-
террово обратим, то есть если для уравнения 

1x f=L  при любом 1f B∈  его решения Bx W∈   
и оператор 1 0: BB W− →L  вольтерров, где 

0 { , (0) 0}B BW x W x= ∈ = . Таким образом, мы реши-
ли задачу, когда для уравнения (1) при любом 
{ , }f g B B∈ ×  ее решения { , } Bx y W B∈ × . 

Пример 1. Рассмотрим два уравнения: 
( ) ( ) ( ) ( )x t ax t by t f t+ + = , [0, )t∈ ∞ , 

( ) ( ) ( ) ( )y t dy t h cx t g t− − + = , [ , )t h∈ ∞ , (2) 

и  
( ) ( ) ( )y t cx t g t+ = , [0, )t h∈ . 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2013/4 
 

36

Введем оператор ( )( ) ( ), ,Sy t dy t h t h= − ≥  
( )( ) 0, [0, )Sy t t h= ∈ . Тогда второе уравнение за-
пишется в виде ( ) ( )( ) ( ) ( ),y t Sy t cx t g t− + =  

[0, )t∈ ∞ .  
Рассмотрим оператор :S L L∞ ∞→ . Известно, 

что оператор ( ) :I S L L∞ ∞− →  вольтеррово обра-
тим тогда и только тогда, когда спектральный ра-
диус оператора ( )L Sρ

∞
 в пространстве L∞  меньше 

единицы:  ( ) 1L Sρ
∞

<  [3, 4.2.3, 4.4.3; 7]. Для опера-
тора S  условие ( ) 1L Sρ

∞
<  эквивалентно неравен-

ству | | 1d <  [7]. 
Введем обозначения:  

11( )( ) ( ) ( )x t x t ax t= +L , 12( )( ) ( )y t by t=L ,  

21( )( ) ( )x t cx t=L , 22( )( ) ( ) ( )( )y t y t Sy t= −L . 
Выполним преобразование  

1 1
11 12 22 21 12 22 1( )x x f g f− −= − = − =L L L L L L L . 

Запишем в исходных терминах: 
( )( )x tL  = 1( ) ( ) (( ) )( )x t ax t bc I S x t−+ − −  =  
= 1

1( ) (( ) )( ) ( )f t b I S g t f t−− − = , [0, )t∈ ∞ . 
Обратим оператор 1( ) :I S L L−

∞ ∞− → . Получа-
ем уравнение  

2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )x t Sx t a bc x t a Sx t f t− + − − =  = 
= 1 1( ) ( )( )f t Sf t− , [0, )t∈ ∞ . 

(3) 

Соответствующий характеристический много-
член (квазиполином) имеет вид 

1 2 3
h he eλ λλ α α α λ− −+ + + , 

где 1 a bcα = − , 2 adα = − , 3 dα = − .  
Воспользовавшись результатами из [1], полу-

чаем, что корни квазиполинома имеют отрица-
тельные вещественные корни, отделенные  
от мнимой оси каким-то положительным числом, 
тогда и только тогда, когда выполнены условия: 

1) | | 1,d < | |a bc ad− > ; 
или 

2) | | 1,d <  | |,ad a bc h h∗> − < ,  
где h∗  вычисляется по формуле 

2 2

2 2 2

1 arccos
( ) ( 2 )
d a bc adh

a d a bc bc a d
∗ ⎛ ⎞− − +
= ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

. 

В этом случае гибридное уравнение будет 
асимптотически и даже экспоненциально устойчи-
во. Тогда для фундаментального решения и функ-
ции Коши уравнения (3) справедливы экспоненци-
альные оценки с отрицательным показателем.  
Отсюда следует, что для любого 2f L∞∈  решение 
x L∞∈  и его производная x L∞∈ , то есть x W∞∈ . 

Таким образом, мы решили задачу, когда для 
уравнения (2) при любом { , }f g L L∞ ∞∈ ×  ее реше-
ния { , }x y W L∞ ∞∈ × . 

Замечание 1. Часто второе уравнение в (2)  
записывается в виде 

( ) ( ) ( ) ( )y t dy t h cx t g t− − + = , [0, )t∈ ∞ , 
где ( ) ( )y ξ ϕ ξ=  при [ ,0)hξ ∈ − . Тогда оператор  
в левой части уравнения при [0, )t∈ ∞  можно пе-
реписать в виде 

( )dy t h−  = 
( ), ,
0, [0, )

dy t h t h
t h

− ≥⎧
⎨ ∈⎩

 +  

+ 
0, ,

( ), [0, )
t h

d t h t hϕ
≥⎧

⎨ − ∈⎩
 =  

= ( )( )Sx t  + ( )hd tϕ . 
Второе уравнение в (2) перепишем в виде  

1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )hy t Sy t cx t g t g t d tϕ− + = = + . 
2. Постановка задачи: одно уравнение – 

линейное разностное, определенное на полуоси, 
а другое – ЛФДУП на полуоси. Сводим  
к линейному разностному уравнению с после-
действием на полуоси. 

Операторы 11 21, : D L→L L  рассматриваются 
как приведения на пару ( , )BW B : 11 21, : BW B→L L , 
предполагаются линейными вольтерровыми и ог-
раниченными. Операторы 12 22, : L L→L L  также 
рассматриваются как приведения на пару ( , )B B : 

12 22, : B B→L L , предполагаются линейными воль-
терровыми и ограниченными.  

Допустим, общее решение уравнения 11x f=L  
для f L∈  принадлежит пространству D  и пред-
ставляется формулой Коши  

11 11
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

x t X t x C t s f s ds= + ∫ . 

Запишем это так: 11 11(0)x X x C f= + , где  

11 11( (0))( ) ( ) (0)X x t X t x= , 

11( )( )C f t  = 11
0

( , ) ( )
t

C t s f s ds∫ . 

Из первого уравнения в системе (1) выразим x :  
11 11 11 12(0)x X x C f C y= + − L . 

Подставим значение x  во второе уравнение в сис-
теме (1): 

21 22x y+L L  = 
= 21 11 21 11 21 11 12 22(0)X x C f C y y+ − +L L L L L  = g . 

Получим уравнение вида 1y g=L , где  
L  = 22 21 11 12C−L L L , 1g  = 21 11 21 11 (0)g C f X x− −L L . 
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Предположим, что вольтерров оператор 
: B B→L  вольтеррово обратим, то есть если для 

уравнения 1y g=L  при любом 1g B∈  его единст-

венное решение x B∈  и оператор 1 : B B−
→�L  

вольтерров. Таким образом, мы решили задачу, 
когда для уравнения (1) при любом { , }f g B B∈ ×  
ее решения { , } Bx y W B∈ × . 

Пример 2. Рассмотрим два уравнения из при-
мера 1. Воспользовавшись формулой Коши для x ,  
первое уравнение в системе (2) запишем в виде  

11 11
0

( ) ( ) (0) ( , )( ( ) ( ))
t

x t X t x C t s f s by s ds= + −∫ , 

или так: 
( )

0

( ) (0) ( ( ) ( ))
t

at a t sx t e x e f s by s ds− − −= + −∫ . 

Подставим x  во второе уравнение системы (2): 

( ) ( )( ) ( (0)aty t Sy t c e x−− + +  

( )

0

( ( ) ( )) ) ( )
t

a t se f s by s ds g t− −+ − =∫ , 

( )

0

( ) ( )( ) ( )
t

a t sy t Sy t bc e y s ds− −− − ∫  = 1( )g t  = 

= ( )

0

( ) (0) ( )
t

at a t sg t ce x c e f s ds− − −− − ∫ . 

Обозначим ( )

0

( )( ) ( )
t

a t sKy t bc e y s ds− −= ∫ . Предпо-

ложим, что 0a > . Найдем оценку нормы 
1|| ( ) ||L LI S K

∞ ∞

−
→− :  

1|| ( ) ||L LI S K
∞ ∞

−
→−  ≤  1|| ( ) || || ||L L L LI S K

∞ ∞ ∞ ∞

−
→ →− ⋅  ≤  

≤  1
1 | |d

⋅
−

| |bc
a

. 

Получаем, что норма оператора 
1|| ( ) ||L LI S K

∞ ∞

−
→−  меньше 1, когда | | (1 | |)bc a d< − . 

Итак, для любого 1g L∞∈  решение y  уравне-
ния 1L gy =  принадлежит пространству L∞ .  

Таким образом, мы решили задачу, когда для 
уравнения (2) при любом { , }f g L L∞ ∞∈ ×  ее реше-
ния { , }x y W L∞ ∞∈ × . 
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Чувашский государственный университет 
 
 

 SYSTEM OF LINEAR DIFFERETIAL EQUATIONS 

 Yu.V. Malyshev, P.S. Atamanov 

 
Предложены методы сведения систем дифференциаль-

ных уравнений третьего порядка к линейным дифференциаль-
ным уравнениям третьего порядка. Рассмотрены примеры. 

 
Ключевые слова: линейное дифференциальное уравне-

ние, факторизованный оператор, однородное и неоднородное 
уравнения, операторный метод. 

It is proposed methods of reducing a systems of differential 
equations of the third order to linear differential equations of the 
third order. The examples are considered. 
 

Keywords: linear differential equation, factorized operator, 
homogeneous and non-homogeneous equations, symbolic method.  

 
 

 
Получены линейные уравнения третьего по-

рядка относительно любой неизвестной функции 
однородной и неоднородной системы третьего 
порядка обыкновенных линейных дифференци-
альных уравнений с переменными коэффициента-
ми. 

1. Однородные системы 
Система 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=′
++=′
++=′

)()()()()()()(
),()()()()()()(

),()()()()()()(

3332321313

3232221212

3132121111

txtatxtatxtatx
txtatxtatxtatx

txtatxtatxtatx
 

с непрерывными и дифференцируемыми функ-
циями )(taij  в некоторой области с помощью опе-
ратора dtdD /=  приводится к виду [1]: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−−
=−−+−

=−−−

.0)(
,0)(

,0)(

333232131

323222121

313212111

xaDxaxa
xaxaDxa

xaxaxaD
          (1) 

А) Пусть 012 ≠a  в рассматриваемой области. 
Исключая неизвестную функцию 2x  из системы 
(1), будем иметь 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
++−−

=+−−
−−−−

.0/)(
/)(

,0/)(
/))((

312321333

131121132

323121322

121121122

xaaaaD
xaaaDa

xaaaaD
xaaaDaD

    (2) 

Сложением равенств системы (2) получим   
уравнение, в котором присутствуют все коэффи-
циенты системы (1): 

]

.0)()(

)())((

323
12

3213

12

13
2233

1312111
12

32

12

1122

=⎥
⎦

⎤
−⎢

⎣

⎡
+−−−+

+−⎢
⎣

⎡
−−−

−−

xa
a

aa
a
aaDaD

xaaaD
a
a

a
aDaD

(3) 

1. Пусть 01312 ≠= aa . Тогда (3) примет сле-
дующий вид: 

.0)(

)())((

323223332

1312111
12

32

12

1122

=−+−+

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−

−−

xaaaa

xaaaD
a
a

a
aDaD

(4) 

Если выражение функции 3x  из (4) подставить  
в первое уравнение системы (2), то получим диф-
ференциальное уравнение третьего порядка отно-
сительно неизвестной функции 1x : 

[ ]

] ,0/)(

))(()(

/))((

13121121132

12

1122

22233233

2322

121121122

=−−−−

⎢
⎣

⎡
−

−−
−+−

+−
−

−−−−

xaaaaDa
a

aDaD
aaaa

aaD

xaaaDaD

  (5) 

( ,022233233 ≠−+− aaaa  01312 ≠= aa ). 
Уравнение (5) решается операторным методом [2]. 

2. Пусть 013 =a . Тогда система (2) имеет вид 
[ ]
[ ]⎩

⎨
⎧

=−++−−
=−−−−

.0)(/)(
,0/))((

333131121132

323121121122
xaDxaaaDa

xaxaaaDaD
 

Исключая из нее 3x , получим уравнение относи-
тельно 1x : 
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[ ] 0/)(

))(()(

131121132

121
12

1122

23

33

=+−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−−

xaaaDa

xa
a

aDaD
a

aD
    (6) 

( 012 ≠a , 023 ≠a , 013 =a ). 
3. Пусть 032 =a . Составив для этого случая 

систему (2), исключив из нее функцию 1x , полу-
чим уравнение третьего порядка относительно 
неизвестной функции 3x : 

[ ] 0/)(

)(1))((

323121322

333
31

21
12

1122

=+−−

−−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−

xaaaaD

xaD
a

a
a

aDaD
  (7) 

( 012 ≠a , 031 ≠a , 032 =a ). 
В) Пусть 013 ≠a . Исключая 3x  из системы 

(1), получим 
[ ]

[ ]
[ ]
[ ]⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++
++−−

=+−−
−−−−

.0)(/
/)(

,0/)(
/))((

222132312

121131123

232131233

131131133

xaDaaa
xaaaDa

xaaaaD
xaaaDaD

      (8) 

Сложением равенств системы (8) получим уравне-
ние 

[
]

[
] .0/)(

)(/
/)(
/))((

232131233

22132312

13121131123

131133

=−−−
−−++

+−−−−
−−−

xaaaaD
aDaaa

xaaaaDà
aaDaD

     (9) 

Рассуждая как в п. А), получим еще три урав-
нения третьего порядка относительно неизвестных 
функций. 

4. Пусть 01312 ≠= aa . Получаем уравнение 
относительно функции 1x : 

0)(

))(()(

))((

1213111
13

23

13

1133

32332322

3233

131
13

1133

=⎥
⎦

⎤
−−−−

⎢
⎣

⎡
−

−−
+−−

+−
−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−

xaaaD
a
a

a
aDaD

aaaa
aaD

xa
a

aDaD

  (10) 

( 032332322 ≠+−− aaaa , 01312 ≠= aa ). 
5. Пусть 012 =a . Получаем уравнение отно-

сительно 1x : 
[ ]

0))(()(

/)(

131
13

1133

32

22

121131123

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−−
−

−+−

xa
a

aDaD
a

aD

xaaaDà
(11) 

( 013 ≠a , 032 ≠a , 012 =a ). 
6. Пусть 023 =a . В этом случае получается 

уравнение относительно функции 2x : 

[ ] 0/)(

)())((

232131233

2
21

22
31

13

1133

=+−−

−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−

xaaàaD

x
a

aDa
a

aDaD
  (12) 

( 013 ≠a , 021 ≠a , 023 =a ). 
С) Пусть 031 ≠a . Исключая функцию 1x  из 

системы, получим 
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−−
−+−

=−−−+
++−−

.0/)(
/)(

,0/))((
/)(

323313321

231322122

313313311

212313211

xaaaDà
xaaaaD

xaaaDaD
xaaàaD

 (13) 

Из системы (13) следует 

[
] .0/)(

/))((

)()(

32313313321

313311

212
31

3221
22

31

32
11

=+−−+
+−−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−+−

xaaàaDà
àaDaD

xa
a

aaaD
a
aaD

(14) 

7. Пусть 03231 ≠−= aa . Получаем уравнение 
относительно неизвестной функции 3x : 

]
[ ] 0/))((

/)(

))((])([

313313311

32313313321

31

3311

22211211

1211

=−−−−
−+−−+

⎢
⎣

⎡
+

−−
−−+

+−−

xaаaDaD
xaaаaDа

a
aDaD

aaaa
aaD

  (15) 

( 022211211 ≠−−+ aaaa , 03231 ≠−= aa ). 
8. Пусть 032 =a . Тогда уравнение относи-

тельно функции 3x  имеет следующий вид: 

[ ] 0/)(

))(()(

323313321

313
31

3311

12

22

=+−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−−

xaаaDа

xa
a

aDaD
a

aD
    (16) 

( 012 ≠a , 031 ≠a , 032 =a ). 
9. Пусть 021 =a . Для этого случая получим 

уравнение относительно функции 2x : 
[ ]

0
)())((

/)(

2
23

22
13

31

3311

212313211

=
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
−

−+−

x
a

aD
a

a
aDaD

xaааaD
 (17) 

( 023 ≠a , 031 ≠a , 021 =a ). 
Пример 1. Найти общее решение системы 

уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=′
+−=′

−=′

./3
,/2/2

,//

13

322

321

txx
txtxx

txtxx
 

Решение. Система удовлетворяет ограниче-
ниям уравнения (17): 

( )[ ] 02//22/13// 22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−− ttx

t
DtDtDtx , 

0/5 22 =′′+′′′ txx  или ( ) 0/5 2
23 =+ xtDD . После фак- 
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торизации [3] ( )( ) 0/4/1 2 =++ DxtDtD  или 

0/ 3
2

4 =tDxDDt ; 3
3

212 / CtCtCx ++= . Функцию 

3x  определяем из второго уравнения системы: 

( ) 2//2 223 ttxxx +′=  или +−= )2/(2/3 3
213 tCtCx  

3C+ . С помощью первого уравнения вычисляем 

)2/(2/ 3
211 tCtCx −−= . 

Ответ. Функции )2/(2/ 3
211 tCtCx −−= , 

3
3

212 / CtCtCx ++= , −= 2/3 13 tCx 3
3

2 )2/( CtC +  
составляют общее решение системы. 

2. Общий случай для однородной системы 
Преобразуем систему уравнений (8) при 
012 ≠a , 013 ≠a : 

[
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  (18) 

Если 
12

3213
33

13

12

12

13

a
aaa

a
a

a
aa −+

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= , −= 22ab  

13

2312
a

aa
− , то система (18) примет следующий вид: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−

=−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−

.0)()(

,0)(

))((

212111
13

23

2

131
13

1133

12

13

xbDxaaD
a
a

xaD

xa
a

aDaD
a
a

 (19) 

Замечания:  
1) 22)( xDeexaD uu −=− , ∫= dtau ; если 

)(2 tzxe u =− , то DzexaD u=− 2)( ; 

2) +−=−=− − bDexeebDxbD uuu ()()( 22  
zcDexeu uu )() 2 −=′+ − , ubc ′−= . 

С учетом замечаний и умножения обоих 
уравнений системы (19) на ue−  получим систему 
относительно функций )(1 tx  и )(tz : 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−

=−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−

−

−

.0)()(

,0))((

12111
13

23

131
13

1133

12

13

zcDxaaD
a
ae

Dzxa
a

aDaD
a

ea

u

u

 (20) 

Применив к первому уравнению системы опе-
ратор DccD /′−− , ко второму — оператор D и 
сложив оба уравнения, получим интегро-

дифференциальное уравнение относительно неиз-
вестной функции 1x : 

] ,0)(

))((

12111
13

23
131

13

1133

12

13

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−−

−⎢
⎣

⎡ −−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−−

−

−

xaaD
a
a

Dexa

a
aDaD

e
a
a

D
ccD

u

u

 (21) 

в нем abc −= , 
13

2312
22 a

aaab −= , +
′

−
′

=
12

12

13

13
a
a

a
aa  

12

3213
33 a

aa
a −+ , ∫= dtau , 012 ≠a , 013 ≠a . 

После преобразований уравнение (21) будет 
линейным дифференциальным уравнением чет-
вертого порядка с переменными коэффициентами. 

3. О факторизации оператора линейного 
уравнения четвертого порядка.  

Пусть уравнение приведено к виду 

).()()()()(
)()()()()(

43

21
)(

tftxtatxta
txtatxtatx IV

=+′+
+′′+′′′+         (22) 

Через оператор dtdD /=  оно представляется 
как равенство 

).()()]()(
)()([

43

2
2

3
1

4

tftxtaDta
DtaDtaD
=++

+++             (23) 

Пусть линейному оператору уравнения (23) 
соответствует некоторый факторизованный опера-
тор, то есть 

)],()][()][()][([
)()()()( 43

2
2

3
1

4

tDtwDtvDtuD
taDtaDtaDtaD

γ ′−′−′−′−=

=++++  

функции )(tu , )(tv , )(tw , )(tγ  — непрерывные  
и дифференцируемые в некоторой области до чет-
вертого порядка. Тогда, опуская аргумент функ-
ций, уравнение (23) представим в виде 

fxDwDvDuD =γ′−′−′−′− ))()()(( .      (24) 
Задача состоит в нахождении u′ , v′ , w′ , γ′  

через коэффициенты уравнения (22). 
Раскрываем операторы в левой части уравне-

ния (24), собираем слагаемые, содержащие x , x′ , 
x ′′ , x ′′′ , )(IVx . Приравнивая левые части уравне-
ний (22) и (24), приходим к системе уравнений, 
которой удовлетворяют элементы u′ , v′ , w′ , γ′  
факторизованного оператора 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=′−′′−′′′+−

=+′−′′+′′′−
=+′+′′−

−=+′

;

,23
,3

,

4321
)(

3321

221

11

asss

asss
ass

as

IV γγγγ

γγγ
γγ

γ

       (25) 

в ней ,1 wvus ′+′+′=  −′′−′′+′′+′′= vwvwuvus2  
,2w ′′−  .3 wwvuvwwvwus ′′′−′′′−′′′+′′′+′′′=  
Пример 2. Операторным методом найти об-

щее решение системы 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=′
+−=′

+−=′

.//
,/2/3/

,//

213

3212

321

txtxx
txtxtxx

txtxx
 

Решение. Для применения формулы (21), вы-
числяем ta /1= , tb /1−= , tc /2−= , tu ln= . По-
лучаем уравнения 

.01225

,012111122

2
1

1123
1

2
11

1

112

∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′′+′−−

′
+
′′

+′′′

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−+

dt
t

x
xx

ttt

x

t

x
t
x

x

x
t

D
t

Dx
t

DtD
tDtt

D

Умножая последнее равенство на 2t , применяя  
к полученному результату оператор D, приходим  
к уравнению четвертого порядка  

0/4/4/7 3
1

2
11

)(
1 =′−′′+′′′+ txtxtxx IV . 

Пусть линейный оператор уравнения факто-
ризуется: 

).)()()((
)/4()/4(/)/7( 32234

γ ′−′−′−′−=
=−++

DwDvDuD
DtDttDtD  

По системе (25) находим, что tu /1−=′ , =′v  
t/2−= , tw /4−=′ , 0=γ′ . Решаем операторное 

уравнение  
( )( )( ) 0/4/2/1 1 =+++ DxtDtDtD . 

Функция 4
3

32
2

11 /ln CtÑtCtCx +++=  является 
его общим решением. Функции 2x  и 3x  соответ-
ственно будут иметь вид  

./ln

,/ln

12
3

1110
2

93

8
3

76
2

52

CtСtCtCx

CtСtCtCx

+++=

+++=
 

Подстановкой функций 1x , 2x , 3x  в систему 

уравнений находим связи между iC , 12,1=i : 
,0951 === CCC ,1062 CCC == ,5,2 37 CC = =8C  

,42 CC +=  ,5,0 311 CC −=  .2 4212 CCC +=  
Тогда система функций  

42
3

323

42
3

322

4
3

321

2/5,0ln

,/5,2ln

,/ln

CCtСtCx

CCtСtCx

CtСtCx

+++=

+++=

++=

 

является общим решением системы уравнений. 
Если полагать 12 CC = , 23 CC = , 34 CC = , то от-
вет будет иметь следующий вид: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+++=

+++=

++=

.2/5,0ln

,/5,2ln

,/ln

31
3

213

31
3

212

3
3

211

CCtÑtCx

CCtÑtCx

CtÑtCx

 

4. Неоднородные системы. Система 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+++=′
+++=′
+++=′

)()()()()()()()(
),()()()()()()()(

),()()()()()()()(

33332321313

23232221212

13132121111

tftxtatxtatxtatx
tftxtatxtatxtatx

tftxtatxtatxtatx
 

с непрерывными и дифференцируемыми функ-
циями )(taij , )(tfi  в некоторой области с помо-
щью оператора dtdD /=  приводится к виду 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−−
=−−+−

=−−−

.)(
,)(

,)(

3333232131

2323222121

1313212111

fxaDxaxa
fxaxaDxa

fxaxaxaD
      (26) 

А) Полагая, 012 ≠a , исключим 2x  из систе-
мы 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−

+
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−

.)(

)(

,)()(

))((

31
12

32
3

12

3213
33

13111
12

32

2
12

122
323

12

13
22

121
12

1122

ff
a
ax

a
aaaD

xaaD
a
a

f
a

faDxa
a
aaD

xa
a

aDaD

 (27) 

Сложением равенств системы (27) получим 

]

] .)(

)()(

)())((

31
12

32
2

12

1
22323

12

13
2233

12

3213
131

11
12

32
21

12

1122

ff
a
af

a
faDxa

a
aaDaD

a
aaxa

aD
a
aa

a
aDaD

+−+−=−

⎢
⎣

⎡
−−−−++−

⎢
⎣

⎡
−−−−

−−

  (28) 

5. Частные случаи. 1. Пусть 01312 ≠= aa . 
Тогда равенство (28) примет следующий вид: 

]

.)(

)(

)())((

31
12

32
2

12

1
22

32322333213121

11
12

32

12

1122

ff
a
af

a
faD
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aD
a
a

a
aDaD

+−+−=

=−+−+−−

⎢
⎣

⎡
−−−

−−

   (29) 

С помощью системы (27) и равенства (29) по-
лучаем линейное дифференциальное уравнение 
третьего порядка с переменными коэффициентами 
относительно неизвестной функции 1x : 

]

} .)(

)(

)(
))((

])[(

))((

2
12

1
2232

1
12

32

12

1
2213121

11
12

32

12

1122

22233233

2322

121
12

1122

f
a
f

aDff

f
a
a

a
f

aDxaa

aD
a
a

a
aDaD

aaaa
aaD

xa
a

aDaD

+−=−−

−+−−−−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⎢
⎣

⎡
−−−

−−
×

×
−+−

+−
−
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⎦

⎤
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⎡
−

−−

   (30) 

( 022233233 ≠−+− aaaa , 01312 ≠= aa ). 
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Если уравнение (30) факторизуется, то его 
можно решать операторным методом. 

Пример 3. Найти общее решение системы 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++−−=′

−−=′

+=′

.2

,

,

3
3213

3
312

321

ttxtxtxx

ttxtxx

txtxx

 

Решение. По формуле (30) получаем уравне-
ние ( ) ( ) ./31/3 5

1
2

11 txtxttx =′++′′+−′′′  С факторизо-
ванным оператором оно имеет вид 

( )[ ]( ) 5
1/1/2 tDxtDttD =−+− . 

Функция 3
2

2
2/

1
46

1
2

4/24/ CtCeCttx t +++−−=  
является его общим решением. 

Сложением первого и третьего уравнений си-
стемы и после подстановки 1x  в полученное ра-
венство построим линейное уравнение относи-
тельно неизвестной функции 3x : )(2 33 ttxx ϕ=−′ , 

.2)(232
4

3
12

)( 3
23221

3
57

2

tCtCCteCtttt
t

−+−−++=ϕ

Последнее решается операторным методом: 
)()2( 3 txtD ϕ=− , )(3

22
txDee tt ϕ=− , 

∫ ϕ= − dtteex tt )(
22

3 , 

.2

3222/24/

32
2

2

2/
1

246
3

2

CCtC

eCtttx t

+++

++−−−−=
. 

Из первого уравнения системы определяется 2x : 

3
2

2
2/

1
246

2
2

224/24/ CtCeCtttx t −−−+++= . 
Ответ. Функции  

3
2

2
2/

1
46

1
2

4/24/ CtCeCttx t +++−−= , 

3
2

2
2/

1
246

2
2

224/24/ CtCeCtttx t −−−+++= , 

32
2

2
2

1
2

46

3 2322
224

2

CCtCeCtttx
t

++++−−−−=  

составляют общее решение системы. 
2. Пусть 013 =a . Из системы (27) следует 

уравнение третьего порядка относительно функ-
ции 1x : 

).0,0,0(,
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a
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a
faD
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a
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a
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 (31) 

3. Пусть 032 =a . По системе (27) получаем 
уравнение относительно неизвестной функции 3x : 
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a
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a
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 (32) 

В) Исключая 3x  из системы при 013 ≠a , по-
лучим равенства: 
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a
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a
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(33) 

Сложение равенств (33) приведет к соотно-
шению, в котором присутствуют все коэффициен-
ты системы (26) и функции правых частей: 
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(34) 

4. Пусть 01312 ≠= aa . Тогда из уравнения 
(34) и системы (33) получим уравнение третьего 
порядка относительно функции 1x : 
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(35) 

( 032332322 ≠+−− aaaa ,  01312 ≠= aa ). 
5. Пусть 012 =a . Из системы (33) следует ли-

нейное уравнение третьего порядка относительно 
неизвестной функции 1x : 
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6. Пусть 023 =a . Тогда из системы (33) полу-
чим уравнение  относительно функции 2x : 
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).0,0,0( 232113 =≠≠ aaa  
С) Исключая 1x  из системы при 031 ≠a , по-

лучим равенства 
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       (38) 

После сложения равенств (38) получим 
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7. Пусть 03231 ≠= aa . С помощью равенств 
(38) и (39) получим линейное уравнение третьего 
порядка относительно функции 3x : 
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 (40) 

( 012112221 ≠−+− aaaa ,  03231 ≠= aa ). 
8. Пусть 032 =a . Из системы (38) следует 

уравнение относительно неизвестной функции 3x : 
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9. Пусть 021 =a . Из системы (38) следует 
уравнение относительно неизвестной функции 2x : 
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 (42) 

Пример 4. Найти общее решение системы 
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Решение. В системе ta /223 = , ta /331 −= , 
021 =a . Составим уравнение по формуле (42) для 

вычисления функции 2x : 

( )[ ] ( ) .3/2)2/(/13// 23
22 ttDxtDttDtDtx +=++−+−

        После применения операторов получим урав-
нение ,12)/5( 22 −=′′+′′′ xtx  или ( ) =+ 2

23 )/5( xDtD   
12−= , ( )( ) ,12/4/1 2 −=++ DxtDtD  или 

122
431 −=−− DxDtDtt . 

Функция 3
3

21
3

2 /3/ CtCtCtx +++−=  явля-
ется общим решением уравнения. По второму 
уравнению системы находим 

3
3

21
3

3 )2/()2/3()6/5( CtCtCtx +−+−= . 
По первому уравнению системы получим 
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Ответ. Функции 
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являются общим решением системы. 
6. Общий случай для неоднородной системы 

Пусть коэффициенты системы (26) не удовле-
творяют условиям ни одного из рассмотренных 
девяти случаев. Получим дифференциальные 
уравнения относительно неизвестных функций 
системы (26) в общем случае. 

Систему (33) приведем к следующему виду 
при 012 ≠a , 013 ≠a : 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

=−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−

+−=−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

,/

)()(

,)()(

)(1)(

131232

212111
13

23

3
12

13

13

1
33

12

13
2

13111
13

33
12

13

àfàf

xbDxaaD
a
a

f
a
a

a
faD

a
axaD

xaaD
a

aD
a
a

 (43) 

где  
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Рассуждая как в п. 2, получим интегро-
дифференциальное уравнение относительно неиз-
вестной функции 1x : 
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) 
0( 12 ≠a ,  013 ≠a ,  abc −= ,  ∫= dtau ). 

Уравнение (44) преобразуется в линейное не-
однородное уравнение четвертого порядка с пере-
менными коэффициентами относительно неиз-
вестной функции 1x . 

Аналогично получим уравнение относитель-
но функции 2x : 
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Приведем уравнение относительно неизвест-
ной функции 3x : 
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Пример 5. Найти общее решение системы 
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Решение. В системе ta /112 −= , ta /113 =  
применима формула (44). Вычисляем 0=c , 

tu ln= . Из формулы (44) получаем линейное 
уравнение 0)/5()/5( 1

2
11 =′−′′+′′′ xtxtx , которое фак-

торизуется, и операторное уравнение принимает 
вид ( )( ) 0/1/6 1 =−+ DxtDtD . Функция =1x  

3
2

2
4

1 / CtCtC ++=  является его общим решени-
ем. Для вычисления функции 2x  составим урав-
нение (45), где )4/(15 tc = , tu ln4−= . Получим 

уравнение: 2
2

2
2

)(
2 /15)/30()/12( txtxtx IV =′′+′′′+ . 

Функция 87
4

6
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5
2

2 //4/ CtCtCtCtx ++++=  – 
его общее решение. По формуле (46) составим 
уравнение для вычисления 3x , где tc /5−= , 

tu ln= . Уравнение примет следующий вид: 
0)/7( 3

)(
3 =′′′+ xtx IV . По системе (25) получаем опе-

раторное уравнение ( ) 0/7 3 =+ DDDxtD . Функция 
4

93 / tCx = 1211
2

10 CtCtC +++  является его об-
щим решением. Подставив 1x , 2x , 3x  в систему, 
найдем связи между произвольными постоянны-
ми: 05 =C , 16 3CC = , 38 CC −= , 19 CC −= , 

12/510 =C , 711 CC = , 312 CC −= , 12/72 =C . 
Применив связи в функциях 1x , 2x , 3x , общее 
решение системы составим в следующем виде: 
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СУЩЕСТВОВАНИЕ ЦИКЛОВ ВТОРОГО РОДА  
СИСТЕМЫ ФАЗОВОЙ АВТОПОДСТРОЙКИ ЧАСТОТЫ 

 
С.С. Мамонов, И.В. Ионова 

Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

THE EXISTENCE OF CYCLES SECOND-TYPE  
PHASE-LOCKED LOOP 

 
S.S. Mamonov, I.V. Ionova 

 
 

Рассматривается математическая модель системы фазо-
вой автоподстройки частоты с матрицей линейного приближе-
ния, имеющей собственные значения с мнимой частью. Полу-
чены условия существования предельных циклов второго рода. 
Для системы фазовой автоподстройки частоты с фильтром 
нижних частот второго порядка предложен алгоритм определе-
ния области фазового пространства, содержащей предельный 
цикла второго рода.  

 
Ключевые слова: предельный цикл второго рода, матрич-

ные уравнения, фазовая автоподстройка.  

A mathematical model of a phase-locked loop with a matrix 
of linear approximation, which has its own value to the imaginary 
part. Conditions for the existence of limit cycles of the second type. 
For a system of phase-locked loop with a low pass filter second-
order algorithm determining the phase space containing the limit 
cycle of the second type. 

 
 
 

Keywords: limit cycle of the second type, the matrix 
equation, phase-locked 

 

 
Введение. В работе рассматривается матема-

тическая модель системы фазовой автоподстройки 
частоты (ФАП), которые нашли широкое приме-
нение для решения задач синхронизации, стабили-
зации частоты, управления частотой и фазой ра-
диоколебаний, фильтрации, демодуляции, форми-
рования и обработки сигналов, а также ряда дру-
гих задач [1, 2]. Для систем ФАП  рассматривается 
как важная для практики задача подавления пара-
зитных автомодуляционных колебаний, так и аль-
тернативная задача усиления эффектов автомоду-
ляции в целях создания на этой основе эффектив-
ных генераторов сложномодулированных колеба-
ний [3–7]. Базовая математическая модель систе-
мы ФАП приводится к системе дифференциаль-
ных уравнений [8] 

xcbAxx T=+= σσϕ �� ),( ,                    (1) 

где nRcbx ∈,, , Δ−)(σϕ -периодическая, непре-
рывно дифференцируемая функция. Одним из ви-
дов автомодуляционных колебаний системы ФАП 
является угловая модуляция, определяемая реше-
нием системы (1) периодическим по фазовой пе-
ременной σ . Система (1) рассматривалась в рабо-
тах [3–7], в которых методом нелокального сведе-
ния получены частотные условия существования 
циклов второго рода системы (1). В указанном ме-
тоде используются частотные условия существо-
вания решения системы матричных неравенств 

при наличии линейной связи, обладающего опре-
деленными свойствами, а именно определение ре-
шения  матричного уравнения Ляпунова, имеюще-
го одно отрицательное и )1( −n  положительное 
собственное значение. Для системы (1) с матрицей 
A , имеющей собственные значения с мнимой ча-
стью, возникает необходимость нахождения реше-
ния системы матричных уравнений, одно из кото-
рых является модифицированным уравнением Ля-
пунова, другое – уравнением линейной связи. С 
использованием метода нелокального сведения и 
полученных в работе [5] результатов нами пред-
ложен подход к исследованию системы (1), кото-
рый позволяет сформулировать условия существо-
вания циклов второго рода и определить область 
фазового пространства, содержащую цикл.   

Теоретические исследования. Условия, 
обеспечивающие автомодуляционные режимы 
системы ФАП, определяются результатами сле-
дующей теоремы. 

Теорема. Пусть для системы (1) выполнены  
условия: 
     1) система матричных уравнений 

cHbHccLHAHA TT =−+=+ ,22 αε      (2) 

при 0>ε , 0>α , 0<Γ−=bcT  имеет решение 
THH = , 0<L , матрица H  имеет одно отрица-



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

46                                            ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2013/4 

тельное и )1( −n  положительное собственное зна-
чение; 
     2) TT lAc = , TTT clAl 11 βα −−= , 01 >α , 01 >β , 

2, =lcrang , 0>=νblT ; 
     3) система уравнений 

yyy =−−= σσϕμ �� ),(                       (3) 

при 2/1
1 )( −Γ+Γ== αεμμ  имеет предельный 

цикл второго рода )(1 σF , 0)(1 >σF  для любого 
);( +∞−∞∈σ ; 

     4) существует значение 0>λ , для которого 
справедливы неравенства <−−=− 11 )( βλαλδλ  

0< ,  0)()()(1 <Γ−+Γ− σϕλνσδλ F  для любого 
);( +∞−∞∈σ ; 

     5) система (3) при 2/1
2

−Γ<= λμμ  имеет пре-
дельный цикл второго рода )(1 σF , << )(0 1 σF  

)(2 σF<  для любого );( +∞−∞∈σ ; 

     6)  справедливо неравенство ×Γ− −1
2 )()( εασF  

0)(1 <× σF  для любого );( +∞−∞∈σ ; 

     7) для вектора nRq ∈λ , определяемого равенст-

вами 1=λqcT , λλ −=qlT , выполняется соотно-

шение )()( 2
1

2
2 σσ λλ FHqqF T −<Γ  для любого ∈σ  

);( +∞−∞∈ . 
Тогда система (1) имеет предельный цикл 

второго рода. 
Доказательство. Рассмотрим функции =)(1 zV   

)(2
1 σFHxxT += , )()( 21 σFxczW T Γ−= , +xlT   

)(2 zWxcT =+ λ , где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

σ
x

z , функции )(1 σF , 

)(2 σF  удовлетворяют условиям 3)–7) теоремы. 

Пусть }0,0)(:{ 11 ≥≤=Ω xczVz T , ≤=Ω )(:{ 12 zWz  
}0≤ , }0)(:{ 23 ≤=Ω zWz . Используя условие 1) 

теоремы и теорему Шура [4], найдем определитель 
матрицы )( 1 TccH −+τ : 

.det)1(

det)1()det(det

)det(det)det(

1

11

111

H

HcbbcEH

ccHEHccH
TT

TT

Γ−=

=+=+=

=+=+

−

−−

−−−

τ

ττ

ττ

  (4)  

В силу соотношения (4) и того, что 0≥Tcc , мат-
рица H  имеет одно отрицательное и )1( −n  поло-
жительное собственное значение, получим: 

01 ≥Γ+ − TccH .                       (5) 
Если 1Ω∈z , то из (5) следует соотношение 

)(1 σFxcT Γ≥ .                      (6) 

Пусть 11 >Γ−τ . Тогда 0)det( 1 >+ − TccH τ , матри-

ца )( 1 TccH −+τ  является положительно опреде-

ленной. Если 21 ΩΩ∈ ∩z , Γ= −12τ , то существу-
ет 0>d , для которого выполняется неравенство 

dFF

FFHxxxc TT

≤−=

=−Γ≤+< −−

)()(2

)()()(0
2

1
2

2

2
1

2
2

121

σσ

σσττ
 (7)    

Не уменьшая общности, можно считать, что 
22

1
1 )2( n

TT xxxHccx ++=+Γ− … , из (7) следует, 
что множество }:{ 021 σσ =ΩΩ z∩∩  является ог-
раниченным. 

Пусть }0)(:{ 12 ==Ω∂ σWz , ==Ω∂ )(:{ 23 σWz  

}0= , λλ σ qFx )(2Γ= , где λq  удовлетворяет ус-

ловию 7) теоремы. Тогда 32 Ω∂Ω∂∈ ∩λx ,  

)()( 2
1

2
2 σσ λλλλ FHqqFHxx TT −<Γ= , :{1 zx =Ω∈λ  

}0,0)(1 >< xczV T , множество 321 ΩΩΩ=Ω ∩∩  
содержит внутренние точки. Граница множества 
Ω  имеет вид  321 Ω∂Ω∂Ω∂=Ω∂ ∪∪ , где  

}0)(,0)(,0,0)(:{ 2111 ≤≤>==Ω∂ zWzWxczVz T ,  
}0)(,0)(,0)(:{ 2112 ≤≤==Ω∂ zWzVzWz , 

}0)(,0)(,0,0)(:{ 1123 ≤≤>==Ω∂ zWzVxczWz T . 
Используя условия 2), 5) теоремы, найдем 

производную функции )(1 zW  в силу системы (1)  
на множестве 2Ω∂ : 

( ) .0)(

)()(

)(
)(

)()(

)(
)()(

2/1
22

222

2

2
2

2
1

<Γ−Γ=

=Γ−Γ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ−−≤

≤Γ−Γ−=

−λμσ

σλσμ

σ
σ

σ
σϕ

σλ

σ
σ

σϕ

F

FF

d
dF

F
Fxc

xc
d

dF
xlzW

T

TT�

    (8) 

Из соотношения (6), условий 2), 3), 4) теоре-
мы следует, что производная функции )(2 zW   
в силу системы (1) на множестве 3Ω∂  удовлетво-
ряет неравенству 

=Γ−++−−= )()()( 112 σϕλλσνϕβα xlxcxlzW TTT�  

=Γ−+−−= )()(2
11 σϕλνλβλα xcxcxc TTT  

≤Γ−+−−= )()())(( 11 σϕλνβλαλ xcT  

0)()()(1 <Γ−+Γ−≤ σϕλνσδλ F ,        (9) 
где 0)( 11 <−=−− λδβλαλ . 

Рассмотрим множество 1Ω∂ . Для вектора ∈z  

1Ω∂∈  справедливы соотношения 

)(2 σFxcT Γ≤ ,                    (10) 

)(2
1 σFHxxT −= .                    (11) 
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Используя (10), (11) и условия 1), 3) теоремы, най-
дем производную функции )(1 zV  в силу системы 
(1) на множестве 1Ω∂ : 

+++= )(2)()(1 σϕHbxxHAHAxzV TTT�  

++<+ )(2)(2)()(2 2
1

21
1 σαε

σ
σ

σ Fxcxc
d

dFF TT  

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ 21

1
1 )(2)(

)(
)()(2 xc

d
dF

F
xFc TT ε

σ
σ

σ
σϕσ  

)(2)(2 2
111 σασμ FxFcT +− .               (12) 

Введем обозначения: ,xcy T= )(11 σFy Γ= , =2y  

)(2 σFΓ= , ).()()( 2
1

1
1

1
1

2 σαεσεμ FyFyyQ −− +−=  
Используя условие 3) теоремы, найдем =)( 1yQ  

−+Γ=Γ−+Γ= −−− αεσεεμαεσ )(())(( 2
1

11
1

12
1 FF  

0)1 =Γ− μ  для любого );( +∞−∞∈σ . Если =1μ  
2/1)( −Γ+Γ= αε , то ( )×Γ−= −− )()( 1

2/11 σαε FyyQ  

))(( 1 σFy Γ−× . Найдем значение =)( 2yQ  

( ))()())()(( 1
11

212 σαεσσσ FFFF −− Γ−−Γ= . Следо-
вательно, в силу условий 5), 6) теоремы спра-
ведливо неравенство 0)( 2 <yQ  для любого 

);( +∞−∞∈σ . Используя (6), (10) и условие 5)  
теоремы, для 1Ω∂∈z  получим соотношение 

2211 )()( yFxcyFy T =Γ≤=≤Γ= σσ .    (13) 
Неравенства (12), (13) позволяют определить знак 
производной функции )(1 zV  в силу системы (1) на 
множестве 1Ω∂  

0)(1 <zV� .                        (14) 
Из (8), (9), (14) следует, что множество Ω  являет-
ся положительно инвариантным, а множество 

−=Ω }:{ 0σσz∩ выпуклым, замкнутым и ограни-
ченным. В силу соотношения (6) и теоремы Брау-
эра [4] множество Ω  содержит предельный цикл 
второго рода. 

Замечание. Условие 4) теоремы может вы-
полняться при 1−Γ=νλ . В этом случае параметры 
системы (1) должны удовлетворять неравенствам  

ΓΓ
<

νμ2 , 011 <−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Γ
−

Γ
=− βνανδλ .   (15) 

Условие 7) теоремы будет справедливо при 
bq 1−Γ−=λ . Соотношения (15) позволяют полу-

чить грубые оценки для параметров, при которых 
система (1) имеет предельный цикл второго рода. 
Более точные результаты могут быть получены за 
счет увеличения значения 1

1 λνλ +Γ= − , 01 >λ , 
что приводит к увеличению 2μ  и уменьшению 
значений функции ),(2 σF  задействованной в ус-
ловии 6) теоремы. Увеличение λ  приводит к не-

обходимости проверки неравенств из условий 4), 
5), 6), для чего целесообразно использовать чис-
ленные методы. 

Практические исследования. Рассмотрим 
систему дифференциальных уравнений 

xcbxAx T ~~),(
~~~~ =+= σσϕ �� ,             (16) 

где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

01
~ 11 βα
A , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ−

=
ν

b~ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0~c , =)(σϕ   

γσ −= sin , +∈Γ R,,, 11 νβα . Матрица A~  имеет 

собственные значения 1
2
1

11
2,1 422 βαλ −±−= −− . 

Если 04 2
11 >−αβ , то матрица A~  имеет собствен-

ные значения с мнимой частью. В системе (16) 
сделаем замену переменных Sxx =~ , и систему 
(16) приведем к системе (1), где SASA ~1−= , 

bSb
~1−= , Scc TT ~= . Пусть ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

1
1

βα
αββ

S , 

2/1αα = , 04 2
11 >−αβ , 2

11
1 42 αββ −= − . Тогда 

0)12(det 1 ≠−−=Δ= βββsS , ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

1

1
ββα
αβ

   

11 −− =Δ× Ss , TJEA βα
αβ
βα

+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
= , −E  еди- 

ничная матрица, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

01
10

J , ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Γ−−
Γ+−

)(
)1(

1ββνα
αβν

  

bs =Δ× −1 , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1β

α
c , Γ−=== − bcbSScbc TTT ~~~~ 1 .  

     Рассмотрим систему матричных уравнений (2). 
Пусть TccLL ε21 −= , bbT

b =Δ , 1
1

−Δ= bβεε , =1ε  
1−Δ= εβb .  Тогда непосредственной подстановкой 

в (2) проверяется, что матрицы THH = , TLL 11 = , 

( )T
b

TT
b bbEtJJcbcbH 11 2)( −− Δ−++Δ= ,       (17) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

−++
Δ

= T

b

TTT

b
JbbJtJcbJcbL 22)(2

1 ββ ,  (18) 

где Rt∈ , удовлетворяют системе матричных 
уравнений (2). Для определителей матриц  H , 

2,1,),(21 ==−= jilccLL ij
Tε , выполняются со-

отношения 
)2(det 1

c
T

b ctbH Δ−Δ= − ,               (19) 

( +Δ−Δ−= − ))(2(4det 1
22 JbcbtcL T

c
T

b εβ  

))2(22
c

T
bb btct Δ−Δ−Δ+ ,                (20) 

где ccT
c =Δ , Rt∈ . Если выполнены неравенства 

02 <Δ− c
T ctb ,                       (21) 

0)(2 2
1112212111 <−+−= cbcbcbtbl ε ,        (22) 
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,0)2(

))(2( 22
1

<Δ−Δ−

−Δ+Δ−

c
T

b

b
T

c
T

btc

tJbcbtcε
           (23)  

то используя критерий Сильвестра и равенства 
(19), (20), получим, что матрица H  имеет одно 
положительное и одно отрицательное собственное 
значение, матрица L  является отрицательно опре-
деленной. Соотношения (21)–(23) определяют зна-
чения t , ε , при которых выполняется условие 1) 
теоремы. Пусть  02112 >−== bcbcJbcTτ . Тогда  
в рассматриваемом примере неравенства (21)–(23) 
примут вид 

1)2( −ΓΔ−> ct , 02112 >−== bcbcJbcTτ ,       (24) 

)())(2( 2122121
2

11 tfbcbcbtbc =+−> −ε ,       (25) 

)(
)2( 1

22

1 tf
t
t b

c

b =
Δ

+
Δ+Γ
Δ

>
ττ

ε .              (26) 

Для функции )(1 tf  на интервале ( )+∞ΓΔ− − ;)2( 1
c   

существует точка минимума 00 =t , 1
1 )0( −Δ= τbf . 

Таким образом, если выполнены соотношения 
02112 >−= bcbcτ , 1−> βτε ,           (27) 

( ) )( 1221
12

1 bcbccb +Δ−>
−

βε ,               (28) 

то при εβε 1
1

−Δ= b , 0=t  выполняются неравен-
ства (24)–(26) и матрицы H , L  имеют вид  

)(1 JJcbcbH TT
b +Δ= − ,                  (29) 

TTTT
b ccJcbJcbL εβ 2)(2 1 −+Δ= − .          (30) 

Проверим условие 2) теоремы, найдем =AcT  
);()0;1(~~~~

1
1 αββ −===== − SlSAcSASSc TTT , 

TTT clAl 11
2

11 ))();2(( βααβββββα −−=−−−−= , 

ν== − bSAcbl TT ~~~ 1 , sSlc Δ−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

det,det ,  

0≠Δ− s , 2, =lcrang . Таким образом, для рас-
сматриваемого примера выполняется условие 2) 
теоремы. 

Для системы (1) найдем грубые оценки пара-
метров, положив 1−Γ=νλ  в условиях 4), 5), 7).  
В качестве вектора λq  из условия 7) возьмем 

bq 1−Γ−=λ . Если для системы (3) при 1μμ = , 

2μμ =  существуют предельные циклы второго 
рода )(1 σF , )(2 σF , )()(0 21 σσ FF <<  для любого 

);( +∞−∞∈σ  и выполняются соотношения 
2/3

2
−Γ<νμ , 2/1

1 )( −Γ+Γ= αεμ ,           (31) 

011 <−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Γ
−

Γ
=− βνανδλ ,                (32) 

0)()()( 1
12 <Γ− −εασσ FF ,                 (33) 

для любого );( +∞−∞∈σ , где ε  удовлетворяет не-
равенствам (27), (28), то справедливы условия 3)–
7) теоремы и системы (1), (16) имеют предельный 
цикл второго рода. 

Рассмотрим систему (16) при 4/51 =α , =1β  
4/5 0β= , 16/5=ν , 4/5=Γ  [4]. Определим эле-

менты матрицы A , 8/52/1 ==αα , −= 1
2 ββ  

64/254/)5( 0
2 −=− βα , 16/5)5/4( 2

0 += ββ . Ес-
ли 16/50 >β , то матрица A  имеет собственные 
значения с мнимой частью и для системы (1)  
не выполняются условия 2), 3) теоремы 3.15.1 [4]. 
Для неравенств (27) найдем τ . В рассматриваемом 
примере справедливо соотношение =Δ= sSdet  

cΔ−= β и значение τ  определяется равенством 

++−Γ+−Δ=−= − 221
2112 )1()1(( ναβαβντ sbcbc  

=−−Γ+ΔΔ=−Γ+ − ))12(())( 1
1

1 ββανββα cs  

=ΓΔ−ΔΔ=ΔΓ+ΔΔ= −−− )()( 111
ccsscs ανβαν  

)32/(15)()( 11 βναβαν =−Γ=Γ−ΔΔ= −−
cs . 

Из (27) получим  
15/)32( 21 ββτε => − .                     (34) 

Пусть γσσϕ −= sin)( , 8.0=γ , тогда =2μ   
2/32/12236.0 −− Γ=Γ<= νλ . Численными метода-

ми определяются начальные условия =)0(2y  
851.3= , 0)0( =σ  предельного цикла второго рода 

)(2 σF  системы (3) при 2μμ = . Следовательно, 
для системы (1) выполняется условие 5) теоремы. 
Возьмем значение 059.0=ε , найдем  ×Γ= − 2/1

1μ  
625.0)( =+Γ× αε . Численно определим начальные 

условия 882.1)0(1 =y , 0)0( =σ  предельного цик-
ла второго рода )(1 σF  системы (3) при значении 

1μμ = . Для системы (1) выполняется условие 3) 
теоремы и справедливо неравенство    

001.0)()( 21 >≥−
Γ

σσ
ε
α FF                (35) 

для любого );( +∞−∞∈σ . Из (35) следует справед-
ливость условия 6) теоремы. Используя (34), опре-
делим значения 166.0=β , 418.022

1 =+= αββ , 

93.80 =β , найдем ( ) =+−ΓΓ= −−
11

11 βαννδλ    
168.0= . Для системы (1) выполнено условие 4) 

теоремы. Для значения  059.0=ε  проверим нера-
венство (28), найдем 99.11221 =+ bcbc . Следова-

тельно, ( ) εβ <<+Δ−
−

0)( 1221
12

1 bcbccb , выполня-
ются неравенства (27), (28) и справедливо условие 
1) теоремы. Системы (1), (16) имеют предельный 
цикл второго рода. Численными методами прове-
ряется, что при увеличении ε  неравенство (35) 
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перестает выполняться для любого );( +∞−∞∈σ . 
Это приводит к нарушению условия 6) теоремы.  

Для увеличения верхней границы значения 
0β  следует увеличить значение λ . При этом  

целесообразно использовать следующий алгоритм. 
Алгоритм проверки условий теоремы. 

1. Выбрать значение 0718.0=ε . Применяя 
соотношение (34), определить значения =β  

( ) 2/132/15183.0 ε<= , 424.022
1 =+= αββ , =0β   

339.08.0 1 == β . 
2. Проверить неравенство (28) для 

0718.0=ε ,  εβ <−=+Δ− − 363.0)()( 1221
12

1 bcbccb . 
3. Найти начальные условия предельного 

цикла второго рода )(1 σF  системы (3) при =μ  

639.0)( 2/1
1 =Γ+Γ= −αεμ , γσσϕ −= sin)( , =γ  

8.0= . С помощью численных методов определить 
начальные условия 86.1)0(1 =y , 0)0( =σ . 

4. Взять значение 0
1 λνλ +Γ= − , определить 

08062.00 =λ , найти 331.0=λ . Для значения λ  
проверить неравенство =−−=− 11 )( βλαλδλ  

012.0 <−= , С помощью численных методов опре-
делить значение 1e , для которого выполняется  

неравенство 0102)()( 4
1

0
1 >⋅=≥

Γ
+ −eF σϕ

δ
λ

σ
λ

 

для любого );( +∞−∞∈σ . 
5. Найти начальные условия предельного 

цикла второго рода )(2 σF  системы (3) при =μ   
2/1

2 2957.0 −Γ<== λμ . С помощью числен- 
ных методов определить начальные условия 

06.3)0(2 =y , 0)0( =σ . 
6. Численными методами найти значение 2e , 

для которого выполняется неравенство ×Γ −1)(εα  
0013.0)()( 221 >=≥−× eFF σσ  для любого ∈σ  

);( +∞−∞∈ . 
7. Проверить условие 7) теоремы. Найти век-

тор λq , удовлетворяющий системе уравнений 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

λλ
1

q
l
c

T

T
, где ×=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
SS

l
c

Sl
Sc

l
c

T

T

T

T

T

T
~
~

~
~

  

D=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

01
10

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −−

01
1011 SD , ×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

1

1
ββα
αβ

 

11 −− =Δ× Ss . Следовательно, λq  определяется ра-

венством ×=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= −−− 111 1
01
101

SSDq
λλλ   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
×

1
λ

. В силу (29) матрица H  имеет вид  =H   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

Δ= −

12

211
hh

hh
b , 22111 bcbch −= , 12212 bcbch += .  

Найдем матрицу ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== −−

32

2111
mm
mm

HSSM
T

,  

))1(2)1(()( 1
2

2
2

1
12

1 hhhm sb αβαβ −−−−ΔΔ= − , 

++−−ΔΔ= −
2

2
1

12
2 )1(()( hhm sb αβα  

))())(1( 1112 ββαβββ −+−−+ hh , 

))()(2()( 2
11121

212
3 ββββαα −−−−ΔΔ= − hhhm sb . 

 
Рис.1. Область начальных условий предельного цикла 

системы (16) 

 

 
Рис.2. Проекция предельного цикла системы (16)  

на плоскость )~,~( 21 xx  
 

Обозначим 

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
−== −−

1
)1;()( 11 λ

λλ λλ HSSHqqg
TT  

321
2

32

21 2
1

)1;( mmm
mm
mm

+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= λλ

λ
λ . 

Для рассматриваемого примера найдем 59.41 =m , 
148.12 =m , 513.03 −=m , 331.0=λ , 77.0)( −=λg . 

Численными методами определяется значение 3e , 
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для которого выполняется неравенство ×Γ− )(λg  

0736.1)()( 3
2

1
2

2 >=≥−× eFF σσ   для любого ∈σ  
);( +∞−∞∈ . Таким образом, выполнены условия 

теоремы, системы (1), (16) имеют предельный 
цикл второго рода.  Проведенный анализ показал, 
что за счет увеличения λ  удается расширить гра-
ницы изменения параметра 0β .  

Результаты теоремы позволяют определить  
в фазовом пространстве область, содержащую на-
чальные условия предельного цикла системы (16).  
В плоскости 0=σ  рассмотрим линии:   

08.2~)0(~~)0(: 2111 =⇔Γ=⇔Γ= xFxcFxcL TT , 

42.3~)0(~~)0(: 2222 =⇔Γ=⇔Γ= xFxcFxcL TT , 

⇔−=⇔−= −− )0(~)(~)0(: 2
1

112
13 FxHSSxFHxxL TTT  

22
221

2
1 86.1~513.0~~148.12~59.4 −=−⋅+⇔ xxxx , 

⇔=+⇔=+ 0~~~~~0:4 xcxAcxcxlL TTTT λλ  
0~331.0~

21 =+⇔ xx . 
На рисунке 1 изображена область 0Ω , ограничен-
ная линиями 1L , 2L , 3L , 4L . Область 0Ω  содер-
жит начальные условия предельного цикла систе-
мы (16).  

Численными методами показывается, что 
цикл системы (16) определяется начальными  
условиями 144.1)0(~

1 −=x , 888.2)0(~
2 =x , 0)0( =σ  

из области 0Ω . На рисунке 2 изображена проек-
ция цикла системы (16) при 339.00 =β  на плос-
кость )~,~( 21 xx . 
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УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ  
ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ ВТОРОГО РОДА  

ДЛЯ МОДЕЛИ СИСТЕМЫ  
ЧАСТОТНО-ФАЗОВОЙ АВТОПОДСТРОЙКИ ЧАСТОТЫ 

 
С.С. Мамонов, А.О. Харламова 

Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

CONDITIONS FOR THE EXISTENCE OF LIMIT CYCLES  
OF THE SECOND KIND OF MODEL  

FOR FREQUENCY-FHASE-LOCKED LOOP 
 

S.S. Mamonov, A.O. Kharlamova  
 
 

Рассматривается система дифференциальных уравне-
ний, являющаяся математической моделью системы частот-
но-фазовой автоподстройки частоты. Получены условия су-
ществования предельных циклов второго рода, зависящие от 
параметров частотного кольца. Рассмотрен пример матема-
тической модели системы частотно-фазовой автоподстройки 
с фильтрами  первого порядка в цепях управления. 

We consider a system of differential equations is a 
mathematical model of the system-frequency phase-locked loop. 
Conditions for the existence of limit cycles of the second kind, 
which depend on the frequency of the ring. The example of the 
mathematical model of the frequency-phase-locked to the first-order 
filter in control circuits. 

 
 

Ключевые слова: система дифференциальных уравне-
ний, предельный цикл второго рода, система матричных 
уравнений. 

 
 

Keywords: system of differential equations, the limit cycle of the 
second sort , the system of matrix equations. 
 

Введение. В работе рассматривается мате-
матическая модель системы частотно-фазовой 
автоподстройки (ЧФАП) [1–5]. Для систем 
ЧФАП решается задача определения  асинхрон-
ных режимов. Среди асинхронных режимов  
выделяют вращательный режим, соответствую-
щий предельному циклу второго рода. Враща-
тельный режим представляет интерес, так как 
он предшествует режиму синхронизации.  
Известно, что добавление частотного кольца  
в систему фазовой автоподстройки приводит  
к увеличению области параметров системы для 
режимов синхронизации [3, 4, 5].  Базовая мате-
матическая модель системы ЧФАП приводится 
к системе дифференциальных уравнений [3, 5] 

22 )(1

2)(
xc

xkcdbAxx
T

T

τ
σϕ

+
++=� ,  xcT=σ� ,   (1)                                                                                  

где nRdcbx ∈,,, , Rk ∈τ, , Δ−)(σϕ -периодиче-
ская непрерывно дифференцируемая функция. 
Среди результатов исследования, полученных 
качественно-численными методами [3, 4, 5], 
следует отметить применение метода нелокаль-
ного сведения, предложенное в работах [7,  8].  
В указанном методе используются частотные 

условия существования решения системы матричных 
неравенств, обладающего определенными свойства-
ми.  Для системы (1) с матрицей A , имеющей собст-
венные значения с мнимой частью, возникает необ-
ходимость нахождения решения системы трех мат-
ричных уравнений, два из которых – модифициро-
ванные уравнения Ляпунова, третье – уравнение  
линейной связи. В данной работе на основе метода 
нелокального сведения и результатов, полученных 
для нахождения решения системы матричных урав-
нений, предложен подход к исследованию системы 
(1), позволяющий сформулировать условия сущест-
вования циклов второго рода и определить область 
фазового пространства, содержащую цикл.  

Теоретические исследования. Условия, обес-
печивающие вращательные режимы системы ЧФАП, 
определяются результатами следующей теоремы. 

Теорема. Пусть для системы (1) выполнены ус-
ловия: 
       1) система матричных уравнений 

HccqQHAHA TT α22 11 −+=+ ,        (2) 

       =+++ )2()2( TTT kdcAHHkdcA  

HccqQ T α22 22 −+= ,                   (3) 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2013/4                            
 

52

rHb =                              (4) 
при 011 >= εq , 22 ε=q , 0>α , Γ−=bcT , cr =  

имеет решение THHH 11 == , 011 <= LQ , =2Q  
02 <= L , 0120 >−= εεε , матрица 1H  имеет 

одно отрицательное и )1( −n  положительное 
собственное значение; 
       2) система матричных уравнений (2)–(4) при 

11 mq = , 22 mq = , cr −=  имеет решение =H  
THH 22 == , 011 <= MQ , 022 <= MQ , −2m  

001 <−=− mm , матрица 2H  является положи-
тельно определенной, 02 >H ;  
       3) система уравнений 

22)(1
2)(

y
ysyy

λν
λνσϕλ

+
−−−=� ,    y=σ�     (5) 

при 
Γ

+Γ
==

αε
λλ 1

1 , 
τ
ε
2

0
1 == ss , 

1
1 λ

τνν Γ
==  

имеет предельный цикл второго рода 0)(1 >σF  
для любого );( +∞−∞∈σ ; 
       4) система уравнений (5) при == 2λλ  

Γ
Γ−

= 1mα , 
τ2
0

2
mss == , 

2
2 λ

τνν Γ
==  имеет 

предельный цикл второго рода )(2 σF , 
)()( 12 σσ FF >  для любого );( +∞−∞∈σ ; 

      5) выполняется неравенство 
)(
)()(

1

1
2 σ

σα
σ

g
FF

Γ
≤  

для любого );( +∞−∞∈σ , где   

)(1
)( 2

1
2

0
11

στ
εεσ

F
g

Γ+
+= ; 

       6) справедливо соотношение −= 12 )( mg σ   

0
)(1 2

2
2

0 ≥
Γ+

−
στ F

m  для любого );( +∞−∞∈σ . 

Тогда система (1) имеет предельный цикл вто-
рого рода. 

Доказательство. Рассмотрим функции  
)()( 2

111 σFxHxzV T += , )()( 2
222 σFxHxzV T −= , 

где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

σ
x

z , функции )(1 σF , )(2 σF  удовле-

творяют условиям 3), 4) теоремы. Пусть 
:{1 z=Ω  }0,0)(1 ≥≤ xczV T , }0)(:{ 22 ≤=Ω zVz . 

Используя (4) при cr =  и теорему Шура [7], 
найдем определитель матрицы )( 1

11
TccH −+τ : 

=+=+ −−− )det(det)det( 1
1

1
11

1
11

TT ccHEHccH ττ  

=+=+= −−
1

1
1

1
11 det)1()det(det HcbbcEH TT ττ  

1
1

1 det)1( HΓ−= −τ .                         (6) 

В силу соотношения (6), того, что 0≥Tcc   
и матрица 1H  имеет одно отрицательное  

и )1( −n  положительное собственное значение,  
получим 

01
1 ≥Γ+ − TccH .                           (7) 

Если 1Ω∈z , то в силу (7) справедливо неравенство 

)(1 σFxcT Γ≥ .                           (8) 
Используя (4) при cr −=  и теорему Шура, най-

дем определитель матрицы )( 1
22

TccH −−τ  

=−=− −−− )det(det)det( 1
2

1
22

1
22

TT ccHEHccH ττ  

=+=+= −−
2

1
2

1
22 det)1()det(det HcbbcEH TT ττ  

2
1

2 det)1( HΓ−= −τ .                         (9) 

В силу соотношения (9), того, что 0≥Tcc  и матрица 
2H  является положительно определенной, получим 

01
2 ≥Γ− − TccH .                     (10) 

Если 2Ω∈z , то в силу (10) справедливо неравенство 

)()( 2
2

2 σFxcT Γ≤ .                     (11) 

Пусть bFq )(2
2/1 σσ

−Γ−= . Тогда =σσ qHqT
1  

)()()( 2
1

2
2

2
2

1 σσσ FFcbF T −<−=Γ= − , =Ω∈ 1σq    

}0,0)(:{ 1 ><= xczVz T  для любого );( +∞−∞∈σ , 

при этом )()( 2
2

2
2

1
2 σσσσ FcbFqHq TT =Γ−= − , ∈σq  

2Ω∈  для любого );( +∞−∞∈σ . Таким образом, 
множество 21 ΩΩ=Ω ∩  содержит внутренние точки 
и ≠=Ω }:{ 0σσz∩ Ø для любого  );( +∞−∞∈σ .  
Так как матрица 2H  положительно определенная  
и функция )(2 σF  ограниченная, то множества 

}:{ 02 σσ =Ω z∩ , }:{ 0σσ =Ω z∩  являются ограни-
ченными для любого );( +∞−∞∈σ . Граница множе-
ства Ω  имеет вид 21 Ω∂Ω∂=Ω∂ ∪ , где 

}0)(,0,0)(:{ 211 ≤>==Ω∂ zVxczVz T ,   

}0)(,0,0)(:{ 122 ≤>==Ω∂ zVxczVz T . 
Используя условия 1), 3) теоремы, найдем  

производную функции )(1 zV  в силу системы (1)  
на множестве 1Ω∂  

(

)+++

++++×

×
+

=×

×++
+

+

+++=

xkdcAH

HkdcAxxAHHA

xxc
xcd

dF
xc

FxdcHHcdx
xc

k
cxxAHHAxzV

T

TTTT

TT
T

T

TTT
T

TTT

))2(

)2(()(

)(
)(1

1)(

)(2)(
)(1

2
)(2)()(

1

111

22
22

1

11122

111

τ
τσ

σ

σ
τ

σϕ�

 

×
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ 22

1

1
1

)(1
1)(

)(
)()(2

xcd
dF

F
xFc T

T

τσ
σ

σ
σϕσ     

−++++

++×

)))2()2((

)()((

11

11
22

xkdcAHHkdcAx

xAHHAxxc
TTTT

TTTτ
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.
)()(1

2)(2 2
1

2
11

111
11 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+−

σνλ
νλ

λσ
F

sxFcT     (12) 

Обозначим .
)()(1

2)()( 2
1

2
11

111
111 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+=Φ

σνλ
νλλσσ
F

sF   

С помощью условия 1) теоремы и соотношения 
(12) получим 

.
)(1

)(2
))(

)()()((2

)))(()()()(

)())()()(

)(()((
)(1

2
)(2))(2

)(2)()(2

)(2(
)(1

1)(

22

2
02

1

1
2

1

2
12

2
11

2
1

2
11

2
1

22
22

1
2

1

2
2

2
1

22

4
1

2
221

xc

xc
F

xcxc

xcFxc

xcFxc

xcxc
xc

xcF

xcFxc

xc
xc

zV

T

T

TT

TT

TT

TT
T

T

TT

T
T

τ

ε
σα

σε

εεσασ

εσασ

ετ
τ

σσα

εσατ

ετ
τ

+
++

+Φ−=

=−++Φ−

−++Φ−

−
+

=

=Φ−+

+++

+
+

<�

(13) 

Используя условие теоремы 0120 >−= εεε   
и неравенства (8), (13), получим 

).)())((

)(
)(1

2)(

2
11

2
2

1
2

0
11

σασ

στ

ε
ε

Fxc

xc
F

zV

T

T

+Φ−

⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Γ+
+<�

    (14) 

Введем обозначения  
xcy T= , )(11 σFy Γ= , )(22 σFy Γ= ,     (15) 

).()(

)(1
)(

2
11

2
2

1
2

0
11

σασ

στ

ε
ε

Fy

y
F

yG

+Φ−

−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Γ+
+=

         (16) 

В силу условия 3) теоремы справедливы соот-

ношения 
Γ

+Γ
=

αε
λ 1

1 , 
1

1 λ
τν Γ

= , 
τ
ε
2

0
1 =s . Зна-

чит, функция )(1 σΦ  удовлетворяет равенству  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

Γ+

Γ
+

Γ

+Γ
=Φ

)(1
)()( 2

1
2
01

11
στ

εαε
σσ

F
F .     (17) 

Найдем значение функции )(1 yG  при == 1yy  

:)(1 σFΓ=   

.0)(
)(1

)(
)()

(
)(1

)(
)()(

2
12

1
2

2
102

1

12
1

2

2
102

1111

=+
Γ+

Γ
−+

+Γ−
Γ+

Γ
+Γ=

σα
στ

σε
σα

ε
στ

σε
σε

F
F

F
F

F

F
FyG

(18) 

Пусть 
)(1

)( 2
1

2
0

11
στ

εεσ
F

g
Γ+

+= . Тогда, ис-

пользуя (17), найдем )(1 σΦ : 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

Γ+
+

Γ
+Γ=Φ

)(1
)()( 2

1
2

0
111

στ
εαεσσ

F
F  

=−+Γ+Γ= − ))(()( 11
1

11 εσαεσ gF  

))(()( 1
1

1 σασ gF +ΓΓ= − .             (19) 
Из (15), (16), (19) и условия 5) теоремы следует, что 
значение функции )(1 yG  при )(22 σFyy Γ==  
удовлетворяет неравенству 

.0))()()())(()((
))()()(())(

)()(()()())(

()()()()()(

12112

1211

221
2

11

1
21

2
2121

≤−Γ−=
=−−−

−Γ=++

+ΓΓ−Γ= −

σασσσσ
σσσασ

σσσσασ

ασσσσ

FFgFF
FFFF

FFgFg

FFFgyG

(20) 

Соотношения (14), (15), (16), (8), (11), (18), (20) по-
зволяют определить знак производной функции 

)(1 zV  в силу системы (1) на множестве 1Ω∂  

0)(1 <zV� .                           (21) 
Используя условия 2), 4) теоремы, найдем  

производную функции )(2 zV  в силу системы (1)  
на множестве 2Ω∂  

+−+= )(2)()( 222 σϕTTT cxxAHHAxzV�  

−+
+

+ xdcHHcdx
xc

k TTT
T )(

)(1
2

2222τ
 

×
+

=− 22
2

2
)(1

1)()(2
xcd

dFxcF T
T

τσ
σσ  

( ++× xAHHAxxc TTT )()( 22
22τ  

( ) )−++++ xkdcAHHkdcAx TTTT )2()2( 22  

×
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− 22

2

2
2

)(1
1)(

)(
)()(2

xcd
dF

F
xFc T

T

τσ
σ

σ
σϕσ  

++× xAHHAxxc TTT )()(( 22
22τ  

+++++ )))2()2(( 22 xkdcAHHkdcAx TTTT  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
++

)()(1
2)(2 2

2
2

22

222
22

σνλ
νλλσ
F

sxFcT .        (22) 

Обозначим ).(
)()(1

2)( 22
2

2
22

222
22 σ

σνλ
νλλσ F
F

s
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+=Φ  

В силу условия 2) теоремы и соотношения (22),  
получим 

+
+

=

=Φ+−

−+−

−
+

<

2
1

22
22

2
2

2

2
2

2
2

22

4
1

2
222

)(()((
)(1

2
)(2))(2

)(2)()(2

)(2(
)(1

1)(

xcmxc
xc

xcF

xcmFxc

xcm
xc

zV

TT
T

T

TT

T
T

τ
τ

σσα

σατ

τ
τ

�
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+=−+

+−Φ+

++−Φ+

2
1

2
12

2
22

2
1

2
22

)((2)))((

)()()(

)())()()(

xcmxcmm

Fxc

xcmFxc

TT

T

TT

σασ

σασ

 

.
)(1

)(2
))()()( 22

2
02

22
xc

xcmFxc T

T
T

τ
σασ

+
−−Φ+   (23) 

Используя условие теоремы 0012 <−=− mmm  
и неравенства (8), (11), (23), получим 

).)())((

)(
)(1

2)(

2
22

2
2

2
2

0
12

σασ

στ

Fxc

xc
F

m
mzV

T

T

−Φ+

⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Γ+
−<�

  (24) 

Введем обозначение  

).()(

)(1
)(

2
22

2
2

2
2

0
12

σασ

στ

Fy

y
F

m
myG

−Φ+

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Γ+
−=

      (25) 

В силу условия 4) теоремы справедливы соот-

ношения 
Γ
Γ−

= 1
2

mαλ , 
τ2
0

2
ms = , Γ=τνλ 22 . 

Следовательно, функция )(2 σΦ  удовлетворяет 
равенству  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

Γ+

Γ
+

Γ

Γ−
=Φ

)(1
)()( 2

2
2
01

22
στ

ασσ
F

mmF .   (26) 

Найдем значение функции )(2 yG  при == 2yy  

)(2 σFΓ= : 

.0)(

)(1

)(
)()(

)(1

)(
)()(

2
2

2
2

2

2
202

21

2
2

2

2
202

2122

=−

−
Γ+

Γ
+Γ−+

+
Γ+

Γ
−Γ=

σα

στ

σ
σα

στ

σ
σ

F

F

Fm
Fm

F

Fm
FmyG

     (27) 

Пусть 
)(1

)( 2
2

2
0

12
στ

σ
F

mmg
Γ+

−= . Тогда, ис-

пользуя (26), найдем )(2 σΦ : 

)).(()(

))(

()(
)(1

)()(

2
1

2

12
1

122
2

2
0

122

σασ

σα

σ
στ

ασσ

gF

mg

mF
F

m

mF

−ΓΓ=

=+−Γ+

+−Γ=
⎟
⎟

⎠

⎞

Γ+
+

⎜
⎝
⎛ +−
Γ

Γ=Φ

−

−

        (28) 

В силу (25), (28) и условия 6) теоремы значение 
функции )( 12 yG  при 1yy =  удовлетворяет не-
равенству 

.0))()()())((
)(())()()(())(

)()(()()())(

()()()()()(

2121

22122

112
2

22

1
21

2
1212

≤+Γ−
−−=−+−

−Γ=−−

−ΓΓ+Γ= −

σασσσ
σσσσασ

σσσσασ

ασσσσ

FFgF
FFFFF

FFgFg

FFFgyG

 (29) 

Соотношения (24), (27), (8), (11), (29) позволяют оп-
ределить знак производной функции )(2 zV  в силу 
системы (1) на множестве 2Ω∂ : 

0)(2 <zV� .                            (30) 
Из (21), (30) следует, что множество Ω  –  

положительно инвариантно, а множество 
}:{ 0σσ =Ω z∩  – выпукло замкнуто и ограничено.  

В силу соотношения (8) и теоремы Брауэра множест-
во Ω  содержит предельный цикл второго рода [7]. 

Условия разрешимости системы матричных 
уравнений (2)–(4) определяются следующими утвер-
ждениями. 

Лемма 1. Пусть для системы матричных урав-
нений (2)–(4) выполнены соотношения =A  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=

αβ
βα

, 0>α , 0>β , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

01
10

J , =c  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
c
c

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
b
b

b , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
d
d

d , 0<Γ−=bcT , =dcT  

ξ−= , bbT
b =Δ , 2112 bcbcJbcT

c −==τ , ccT
c =Δ , 

12212 bcbch += , 2112 dcdcJdcw T
c −== , ×= T

b bw   

2112 dbdbJd −=× , cr = , справедливы неравенства  

)( 12212
1

1 bcbc
c b

+
Δ

−>
βε , βτε >c1 ,          (31) 

022 2
1211212 >Δ+++ cbckbckwh bc εξβ ,       (32) 

02 2
222 <Δ−Δ+Δ+Δ βτεββ cbbbcbc wkwk .     (33) 

Тогда матричные уравнения (2)–(4) имеют решение 
THHH 11 == , 011 <= LQ , 022 <= LQ , 11 ε=q , 

22 ε=q , где 

)()( 1
1 JJcbcbH TT

b +Δ= − ,               (34) 

02)()(2 1
1

1 <−+Δ= − TTTT
b ccJcbJcbL εβ ,  (35) 

02 202 <−= TccLL ε ,  

)),()

()((2 1
0

TTT

TT
c

TTT
b

bccbkJbc

JcbkwJcbJcbL

+−+

+++Δ= −

ξ

β
(36) 

матрица 1H  имеет одно отрицательное и одно поло-
жительное собственное значение. 
     Доказательство. Непосредственной подстанов-
кой в уравнения (2), (4) показывается, что матрицы 

1HH = , 11 LQ = , определяемые равенствами (34), 
(35), удовлетворяют соотношениям (2), (4). Матрица 

1H  имеет вид ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
12

21
1 hh

hh
H ,  

)( 2211
1

1 bcbch b −Δ= − , )( 1221
1

2 bcbch b +Δ= −     (37) 
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и имеет одно отрицательное и одно положи-
тельное собственные значения. Из критерия 
Сильвестра и неравенств (31) следует, что мат-
рица 1L  – отрицательно определенная, 01 <L . 

Используя (2), (34), (35), получим 

,22

22)2(

2)(2

2)(2

)(222

)2()2(

122

1220

1011

1
1

1111

111

HccL

HccccL

HLdcHHcdk

HJcbJcb

dcHHcdkHcc

LkdcAHHkdcA

T

TT

TT

TTT
b

TTT

TTT

αε

αεε

α

αβ

αε

−+=

=−+−=

=−=++

+−+Δ=

=++−+

+=+++

−

(38) 

где TccLL 202 2ε−= , матрица 0L  определяется 
соотношением (36). Из (38) следует, что матри-
ца 1H  является решением уравнения (3), когда 

22 LQ = , 22 ε=q . Неравенства (32), (33) и кри-
терий Сильвестра обеспечивают отрицательную 
определенность матрицы 2L . Лемма 1 доказана. 

Пусть выполнены обозначения леммы 1, 
тогда справедливо утверждение. 

Лемма 2. Если для системы матричных 
уравнений (2)–(4) выполнены соотношения  

)( 2211
1

1 bcbcc −Γ−= − τμ , −ΔΓ− bc wbc 2
1

1 (2   

11 ) δξ =Δ− cb , cr −= , справедливы неравенства  

)( 22112
1

1 bcbc
c

m
b

c −
ΓΔ

−>
βτ ,  

2
1

−Γ> cm βτ , 0>cτ ,                  (39) 

02
1211 <Δ−+ cmk bδβμ ,              (40) 

−ΔΓ−Δ+ΔΓ −−
bcbccb kwk ξτβτβ 122222 2  

02 <Δ− βτ cbm ,                       (41) 
то матричные уравнения (2)–(4) имеют решение 

THHH 22 == , 011 <= MQ , 022 <= MQ , 

11 mq = , 22 mq = , где  

++Δ−= − )()( 1
2 JJcbcbH TT

b  

)(2 11 T
bc bbE −− Δ−ΓΔ+ ,                (42) 

,02)2(2

)()(2

1
11

1
1

<−Δ−ΓΔ+

++Δ−=
−−

−

TT
bc

TTT
b

ccmJbbJ

JcbJcbM

β

β
   (43) 

02 202 <−= TccmMM , 

),(2

)2(

22

110
TT

T

dcHHcdk

ccmMM

++

++=
               (44) 

матрица 2H  является положительно опреде-
ленной. 

Доказательство. Непосредственной под-
становкой в уравнения (2), (4) при cr −=  пока-
зывается, что матрицы 2HH = , 11 MQ = , опре-

деляемые равенствами (42), (43), удовлетворяют со-
отношениям (2), (4). Матрица 2H  имеет вид 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ= −

2322

22211
2 hh

hh
H b ,  )( 2

2
2
1

1
21 cb bch Δ+ΔΓ= − , 

)( 2121
1

22 cb bbcch Δ−ΔΓ= − , 

 )( 2
2

2
1

1
23 bc cbh Δ+ΔΓ= − .                  (45) 

Используя критерий Сильвестра и неравенства 
021 >h , 0)(det 12

222321
2

2 >ΔΔ=−Δ= −−
bcb hhhH , по-

лучим, что матрица 2H  является положительно оп-
ределенной. Из критерия Сильвестра и неравенств 
(39) следует, что матрица 1M  является отрицательно 
определенной, 01 <M . 

В силу (2), (44) получим 

,2222

)2(2)

(222

)2()2(

22222

20202

2211

22

HccmMHccm

ccmMHMdcH

HcdkHccmM

kdcAHHkdcA

TT

TT

TT

TTT

αα

α

α

−+=−+

+−=−=+

++−+=

=+++

    (46) 

где TccmMM 202 2−= , матрица 0M  определяется 
соотношением (44). Из (46) следует, что матрица 2H  
является решением уравнения (3), когда 22 MQ = , 

22 mq = . Неравенства (40), (41) и критерий Сильве-
стра обеспечивают отрицательную определенность 
матрицы 2M . Лемма 2 доказана. 

Пример. Рассмотрим систему дифференциаль-
ных уравнений 

22 )~~(1

~~2~
)(

~~~~
xc

xckdbxAx
T

T

τ
σϕ

+
++=� , xc T ~~=σ� ,    (47) 

где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

01
~ 11 βα
A , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ−

= 0~ ν
b , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0~c , =d

~
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=

ξ
1

~d , γσσϕ −= sin)( . Матрица A~ имеет собст-

венные значения −−±= −
1

2
1

1
2,1 42 βαλ 12− . Если 

04 2
11 >−αβ , то матрица A~  имеет собственные зна-

чения с мнимой частью. В системе (47) сделаем за-
мену переменных Sxx =~ , получим систему (1), где 

SASA ~1−= , bSb
~1−= , Scc TT ~= , dSd

~1−= . Пусть 

2/1αα = ,  04 2
11 >−αβ , 2

11
1 42 αββ −= − , 

S=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
1

1
βα
αββ

. Тогда −−=Δ= 12(det βββsS  

,0)1 ≠−  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

Δ= −−

1

11 1
ββα
αβ

sS , =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=

αβ
βα

A   

,TJE βα +−= E  – единичная матрица, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

01
10

J . 
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Рассмотрим случай: 11 =α , 27.01 =β , 

20 =ν , 9=Γ , 0
~
1 =d , 1=ξ , γσσϕ −= sin)( , 

5.0=γ , 2
11

1 42 αββτ −== − . Для системы 
(47) определим значение k , при котором  
выполняются условия теоремы. Найдем элемен-
ты матрицы A  ( 5.02/1 ==αα , 10/2=β )  
и элементы векторов dcb ,, . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

126.1
934.19

2

1
b
b

b ,   =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

2

1~
c
c

cSc T   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
859.0
5.0

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== −

921.0
581.3~

2

11
d
d

dSd . 

Пусть выполнены соотношения 
008.01 =ε , 2

120 2033.04.0 kk +=−= εεε .   (48) 
Тогда справедливы условия леммы 1. Если зна-
чения 1m , 0m  определяются равенствами 

03088.01 =m , kkm 2033.0222.0 2
0 +−= ,   (49) 

то выполняются условия леммы 2. Таким обра-
зом, соотношения (48), (49) определяют значе-
ния 1ε , 2ε , 0ε , 1m , 2m , 0m , для которых 
справедливы условия 1), 2) теоремы. При  
проверке условий 3)–6) теоремы целесообразно 
использовать следующий алгоритм. 

Алгоритм проверки условий 3)–6) теоремы. 
1. Выбрать значение 035.0=k . 
2. Используя соотношения (48), (49), опре-

делить 0142.00 =ε , 007.00 =m . 
3. Найти начальные условия предельного 

цикла второго рода )(1 σF  системы (5)   

при 1907.01
1 =

Γ
+Γ

==
αελλ , == 11122 νλλν ss  

Γ= 0ε 043.0= , 18.0)()( 22
11

2 =Γ== τνλλν , 
γσ −sin )(σϕ= , 5.0=γ . Численными метода-

ми определить начальные условия =)0(1y  
767.2= , )0(σ 0= . 
4.  Определить начальные условия пре-

дельного цикла второго рода )(2 σF  системы  

(5) при ,074.01
2 =

Γ

Γ−
==

mα
λλ  =λνs2   

=Γ== 02222 ms νλ ,021.0  == 2
22

2 )()( νλλν  

,18.02 =Γ=τ  )(σϕ γσ −= sin , 5.0=γ . Исполь-
зуя численные методы найти начальные условия 

699.6)0(1 =y , 0)0( =σ . 
5. Проверить условие 5) теоремы, числен-

но определить значение e , для которого выпол-
няется неравенство  

.028.0)(
)(1

)( 2

1

2
1

2
0

11 =≥−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

Γ+

Γ
+Γ

−

eF
F

F σ
στ

εεσα  

6. Численными методами проверить условие 6) 
теоремы, определить значение 1e , для которого  

выполняется неравенство ≥
Γ+

−
)(1 2

2
2

0
1

στ F

m
m  

03.01 =≥ e  для любого );( +∞−∞∈σ . 
Результаты теоремы позволяют определить  

в фазовом пространстве системы (47) область, со-
держащую начальные условия предельного цикла 
системы (47). Используя соотношения (37), (45) для 
элементов матриц 1H , 2H , в плоскости 0=σ  рас-
смотрим линии  

=⇔−= −− xSHSxFxHxL TTT ~)(~)0(: 1
1

12
111  

=−⋅+⇔−= 2
221

2
1

2
1

~055.0~~254.02~144.1)0( xxxxF  
2767.2−= , 

=⇔= −− xSHSxFxHxL TTT ~)(~)0(: 1
2

12
222

=+⋅+⇔= 2
221

2
1

2
2

~168.0~~254.02~144.1)0( xxxxF  
2699.6= , 

⇔Γ=⇔Γ= )0(~~)0(: 113 FxcFxcL TT  
767.23~

2 ⋅=⇔ x , 

⇔Γ=⇔Γ= )0(~~)0(: 224 FxcFxcL TT  
699.63~

2 ⋅=⇔ x . 
На рисунке 1 изображена область 0Ω , ограниченная 
линиями 1L , 2L , 3L , 4L .  

 
Рис.1. Область начальных условий предельного цикла      

   системы (47) 

 

 
Рис.2. Проекция предельного цикла системы (16) 

на плоскость )~,~( 21 xx  
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Область 0Ω  содержит начальные условия пре-
дельного цикла системы (47). Численными ме-
тодами показано, что цикл системы (47) опреде-
ляется начальными условиями 447.4)0(~

1 −=x , 

9.12)0(~
2 =x , 0)0( =σ из области 0Ω . На рисунке 2 

изображена проекция цикла системы (47) на плос-
кость )~,~( 21 xx . 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ  
РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ,  

ОПИСЫВАЮЩИХ ДВИЖЕНИЕ ПЕРЕВЕРНУТОГО МАЯТНИКА, 
С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА  

И ЛОГИЧЕСКОГО РЕГУЛЯТОРА  
 

О.Н. Масина, Е.В. Игонина 
Елецкий государственный университет имени И.А.Бунина 

STABILITY RESEARCH  
OF SOLUTIONS OF THE DIFFERENTIAL EQUATIONS  

DESCRIBING MOVEMENT THE INVERTED PENDULUM  
BY MEANS OF LYAPUNOV'S FUNCTIONS AND LOGIC CONTROLLER 

 
O.N. Masina, E.V. Igonina 

 
 

Исследована устойчивость решений обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, описывающих движение перевернуто-
го маятника на тележке. Для изучения устойчивости синтези-
рован логический регулятор, построенный с помощью проце-
дуры параллельно распределенного выравнивания. Определена 
нечеткая функция Ляпунова в виде суммы двух квадратичных 
функций Ляпунова. Сформулированы условия устойчивости  
в виде линейных матричных неравенств. Проведена серия  
модельных расчетов в программе MATLAB. 

 

Stability of solutions of ordinary differential equations describ-
ing movement the inverted pendulum is researched. For studying  
of stability the logic controller constructed by means of procedure 
of parallel distributed compensation is designed. Lyapunov's fuzzy 
function in the form of the sum of two quadratic functions  
of Lyapunov is defined. Stability conditions in the form of linear 
matrix inequalities are formulated. Series of model calculations  
in the program MATLAB are carried out. 
 

Ключевые слова: устойчивость, обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения, перевернутый маятник, функция Ля-
пунова, логический регулятор, линейные матричные неравен-
ства. 

 
 

Keywords: stability, ordinary differential equations, inverted 
pendulum, logic controller, Lyapunov's function, linear matrix ine-
qualities. 

 

Введение. При изучении динамических 
систем актуальной проблемой является исследо-
вание устойчивости дифференциальных уравне-
ний, описывающих движение маятниковых систем 
[1–6]. Различные виды маятников (простой 
маятник, перевернутый маятник, связанные 
маятники) были изучены в работах [1, 2].  

Исследование устойчивости маятников про-
водится как классическими (метод функций 
Ляпунова), так и современными методами (по-
строение логического регулятора). Достаточные  
и необходимые условия устойчивости динамиче-
ских систем получены в работе [7] с помощью 
обобщенных функций Ляпунова. В статье [8] 
показана эффективность использования первого  
и второго методов Ляпунова в сочетании  
с другими методами для исследования устойчи-
вости перевернутого маятника. Вопросам устойчи-
вости маятниковых систем с помощью построения 

логического регулятора посвящены работы [8–10] 
и др.  

Эффективным методом изучения устойчиво-
сти является построение модели Такаги – Сугено, 
базирующейся на правилах нечеткого вывода и ло-
гических регуляторах [5]. Для исследования ус-
тойчивости указанной модели используется функ-
ция Ляпунова [5, 8, 10]. Кроме того, анализ устой-
чивости модели Такаги – Сугено может быть све-
ден к задачам, решаемым с помощью линейных 
матричных неравенств [6], которые обеспечивают 
требуемые свойства функций Ляпунова.  

Модель Такаги – Сугено описывается нечет-
кими правилами вида ЕСЛИ…ТО, которые 
представляют собой локальные линейные отноше-
ния вход–выхода системы [5]. Применяемые 
правила являются нечеткими только в части 
ЕСЛИ, тогда как в части ТО содержатся 
функциональные зависимости в виде диффе-
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ренциальных уравнений. В работе [9] исследована 
устойчивость перевернутого маятника и построена 
модель Такаги – Сугено.  

В настоящей работе с помощью процедуры 
параллельно распределенного выравнивания 
(PDC) построен логический регулятор для иссле-
дования устойчивости состояния равновесия диф-
ференциальных уравнений перевернутого маят-
ника на тележке. Нечеткая функция Ляпунова 
представлена в виде набора нескольких квадратич-
ных функций Ляпунова, нахождение которых 
заключается в вычислении соответствующих 
положительно определенных матриц. Показано, 
что достаточные условия устойчивости могут быть 
сформулированы в терминах допустимости набора 
линейных матричных неравенств. 

1. Модель Такаги – Сугено и PDC-регуля-
тор. Модель Такаги – Сугено задается следующи-
ми правилами [6]: 

Пi: ЕСЛИ  z1(t) есть Mi1  и …  и  zp(t) есть Mip,  

ТО  

,...,2,1
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где ))(...,),(()( 1 tztztz p=   – вектор предпосылок, 

Mip – нечеткое множество, x(t) ∈ nR  – вектор со-
стояния, u(t) ∈ mR  – входящий вектор, y(t)∈ qR  – 
выходящий вектор, r – число правил, nn

i RA ×∈ , 
mn

i RB ×∈ , nq
i RC ×∈ . Предполагается, что исход-

ные переменные не являются функциями от входя-
щих переменных u(t). Правая часть в (1) 
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При изучении устойчивости модели (1) 
строится логический регулятор, вырабатывающий 
управление, которое делает состояние равновесия 
уравнения (2) устойчивым. Для построения ло-
гических регуляторов используется понятие парал-
лельно распределенного выравнивания [6]. Про-
цедура параллельно распределенного выравнива-
ния заключается в том, что каждое правило ре-
гулятора строится из соответствующего правила 
модели Такаги – Сугено. Образующийся общий 
нелинейный логический регулятор представляет 
собой сочетание отдельных линейных регуля-
торов. При этом логический регулятор использует 
те же нечеткие множества, что и модель в ис-
ходных частях, и в расчет берется только 
локальная эффективность каждого правила. 

Для модели (1), (2) логический PDC-регу-
лятор описывается следующим образом: 
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где Fi – коэффициенты усиления. Согласно (1)–(3), 
требуется найти соответствующие значения Fi, 
обеспечивающие устойчивость состояния равно-
весия уравнения (2). 

2. Условия устойчивости. Приведем опре-
деление функции Ляпунова для уравнения вида 

( ))(),()( tutxftx = . Функция ( ) ),()()( tPxtxtxV T=  
0)0( =V , удовлетворяющая условиям 

( ) 0)( >txV     0)( ≠∀ tx , 

( ) 0)( <txV    0)( ≠∀ tx , 
называется функцией Ляпунова для уравнения 

( ))(),()( tutxftx =  [4]. Согласно этому определе-
нию нахождение функции Ляпунова заключается  
в отыскании соответствующей положительно 
определенной матрицы P. 

Подставляя (3) в (2), получим уравнение вида 
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j
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1 1
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которое запишем следующим образом:  
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где jiiij FBAG −= , iiiii FBAG −= . 
Достаточные условия устойчивости опре-

деляются следующей теоремой.  
Теорема 1 [6]. Состояние равновесия уравне-

ния (5) устойчиво, если существует общая 
положительно определенная матрица  P такая, что 
выполняются неравенства 

0<− PPGG ii
T
ii , 

0
22

≤−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
P

GG
P

GG jiij
T

jiij , 

i < j,  hi ∩ hj ≠ ∅. 
Если число r правил велико, то нахождение 

общей матрицы P, удовлетворяющей условиям 
теоремы 1, является затруднительным. В работе 
[6] показано, что задачу нахождения общей 
матрицы P можно решить численно, то есть 
условия устойчивости в теореме 1 можно выразить 
в виде линейных матричных неравенств. Тогда 
задача построения PDC-регулятора для уравнения 
(2) формулируется следующим образом:  
найти X > 0  и  Mi, i = 1, …, r, удовлетворяющие 
условиям 
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XFM ii = .  
В этом случае обратная связь Fi   

и общая матрица P имеют вид 1−= XP , 
1−= XMF ii , а функция Ляпунова задается 

формой ( ) )()()( 1 txXtxtxV −= . Однако даже при 
использовании линейных матричных неравенств и 
при увеличении числа правил r затруднен поиск 
общей для всех подсистем положительно 
определенной матрицы P. В этом случае 
эффективным является получение условий 
устойчивости с использованием нечеткой функции 
Ляпунова.  

Функция ( ) ( ) )()()()(
1

txPtxtzhtxV i
T

r

i
i∑

=
= , где 

Pi – положительно определенная матрица, задает 
нечеткую функцию Ляпунова для уравнения (2), 
если производная по времени от ( ))(txV  всегда 
отрицательна при x(t) ≠ 0. 

Справедливы следующие предложения. 

Предложение 1 [4]. Производная по времени 
функции ( ))(tzhi  ограничена сверху, то есть 

             ( ) ii tzh φ≤)( , i = 1, ..., r,                     (6) 

где φi  – заданные положительные постоянные. 
Предложение 2 [4]. Локальные квадратичные 

функции Ляпунова xT(t)Pix(t), i = 1, ..., r, удовле-
творяют соотношениям пропорциональности так, 
что Pj = αi jPi, i, j = 1, ..., r, где αi j ≠ 1 и αi j > 0 при  
i ≠ j, и αi j = 1 при  i = j. 

Теорема 2 [4]. Пусть выполнены условия 
предложений 1 и 2. Тогда для уравнения (4) можно 
построить PDC-регулятор (3), если существуют 
коэффициенты φρ, αi j, i, j, ρ = 1, ..., r, положительно 
определенные матрицы P1, P2, …, Pr и матрицы F1, 
F2, …, Fr такие, что  
 Pi > 0,   i = 1, 2, ..., r, (7) 
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∀i, j, k∈{1, 2, ..., r},   j < k, 

где Gjk = A j – BjFk и Gj j = A j – BjFj. 

Теорема 2 получена при наличии оценок (6), 
поэтому возникает необходимость выбора посто-
янных φi в этих условиях. Для построения PDC-
регулятора будем использовать условия (6), 
преобразованные к виду линейных матричных 
неравенств, и условия (7)–(9) теоремы 2. 

Теорема 3. Пусть известны x(0) и z(0). 
Условия (6) выполняются, если существуют 
положительно определенные матрицы P1, P2,…,Pr  
и матрицы F1, F2,…,Fr, удовлетворяющие 
соотношениям  
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ρρ

ρρ  

где Wijρ ℓ = ξρℓ(Ai – BiFj). 
При построении PDC-регулятора предпо-

лагается определение локальных коэффициентов 
усиления Fi для уравнения (4). Зададим 1−= ii PX , 

1−= iii XMF , jiji XX α=  для i, j = 1, ..., r, где 

αi j ≠ 1 и αi j > 0 при i ≠ j и αi j = 1 при i = j. 
С учетом φρ > 0 и αij при i, j, ρ = 1, ..., r, получим 
следующие условия на базе линейных матричных 
неравенств:  

,,...,2,1,0 riX i =>  

,0
1

<−+−+∑
=

jjij
r

ij
T
j

T
jij

T
ji MBXABMAXX ααφ

ρ
ρρ
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,,...,2,1, rji =
 

0<−+−+

+−+−

jkijikkjikij

T
k

T
jij

T
ki

T
k

T
kik

T
ji

MBXAMBXA

BMAXBMAX

αα

αα
 

для каждых заданных 
 i, j, k∈{1, 2, ..., r} таких, что  

j < k,  

,,...,1,0
)0(

)0(1 ri
Xx

x

i

T
=≥

⎥
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⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
 

,,},...,2,1{,,0 lrji
IW
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lij

T
liji ∀∈∀≥
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ρ

φ
φ

ρρ

ρρ  

где Wijρ ℓ = ξρℓ(AiXi – αijBiMj). 
3. Исследование устойчивости решений 

дифференциальных уравнений перевернутого 
маятника. Дифференциальные уравнения дви- 
жения перевернутого маятника на тележке имеют 
вид [6]:  

( )
( )

,
))((cos3/4

)())(cos(
))((cos3/4

2
))(2sin()()(sin

),()(

1
2

1
1

2

1
2
2

1
2

21

txamll
tutxa

txamll

txtamlxtxg
tx

txtx

−
−

−
−

−
=

=

   (10) 

где )(1 tx  – угол (в радианах) отклонения маятника 
от вертикальной оси, )(2 tx – угловая скорость, 

8,9=g м/с2 – гравитационная постоянная, m – 
масса маятника, M – масса тележки, 2l – длина 
маятника, u – сила (в Ньютонах), прикладываемая 

к тележке, Mm
a

+
=

1
. Задача заключается  

в необходимости постоянно сохранять желаемое 
вертикальное положение маятника. 

Отметим, что в работе [9] для решения этой 
задачи построена модель Такаги – Сугено, состо-
ящая из 16 правил. С помощью процедуры 
параллельно распределенного выравнивания число 
правил в настоящей работе уменьшено до двух. 
Модель Такаги – Сугено в этом случае задается 
следующим образом: 

П1: ЕСЛИ  x1(t)  приблизительно  равно 0, 
ТО       )()()( 11 tuBtxAtx += ; 

П2: ЕСЛИ x1(t) приблизительно равно 
( )2/2/ 1 ππ <± x ,  ТО  )()()( 22 tuBtxAtx += , 

где 
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⎣
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34
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088cos=β , 

тогда как PDC-регулятор определяется следую-
щими правилами: 

П1: ЕСЛИ  x1(t) приблизительно равно 0, 
      ТО  )()( 1 txFtu = ; 
П2: ЕСЛИ  x1(t)  приблизительно равно 
( )2/2/ 1 ππ <± x ,  ТО  )()( 2 txFtu −= . 

Применим изложенную в разделе 2 настоящей 
статьи теорию к уравнениям перевернутого маят-
ника. В соответствии с этой теорией нечеткая 
функция Ляпунова для уравнений (10) имеет вид  

( )
( ) ),()()(

)()()())((
222

111
txPtxtxh

txPtxtxhtxV
T

T

+
+=  

где P1, P2 – положительно определенные матрицы, 
при этом предполагаем, что выполняются следую-
щие допущения: 

1) 111 ))(( φ≤txh  и 222 ))(( φ≤txh , где 1φ ,  

2φ  – положительные постоянные;  
2) локальные квадратичные функции Ляпуно-

ва xT(t)P1x(t) и xT(t)P2x(t) удовлетворяют соотно-
шениям пропорциональности P1 = α21P2,  P2 = 
= α12P1, где α21 > 0, α12 > 0. 

Тогда по теореме 2 для уравнений (10) можно 
построить PDC-регулятор, если существуют 
коэффициенты 1φ , 2φ , α12, α21, положительно 
определенные матрицы P1, P2 и матрицы F1, F2 
такие, что  

( ) ( ) 02222221111112211 <+++++ GPPGGPPGPP TTφφ , 

0,
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где G12 = A1 – B1F2 и G11 = A1 – B1F1,              
G22 = A2 – B2F2. 

Зададим 1
11
−= PX , 1

22
−= PX , 1

111
−= XMF , 

1
222
−= XMF , 2121 XX α= , 1212 XX α= . По тео-

реме 3 и с учетом 1φ  > 0, 2φ  > 0 и коэффициентов 
α21 > 0, α12 > 0, получим следующие условия на ба-
зе линейных матричных неравенств:  

X1 > 0, X2 > 0, 
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где  

W1211 = ξ 11(A1X1 – α12B1M2), 
W2111 = ξ 11(A2X2 – α21B2M1), 
W2112 = ξ 12(A2X2 – α21B2M1), 
W1212 = ξ 12(A1X1 – α12B1M2), 
W1221 = ξ 21(A1X1 – α12B1M2), 
W2121 = ξ 21(A2X2 – α21B2M1), 
W1222 = ξ 22(A1X1 – α12B1M2), 
W2122 = ξ 22(A2X2 – α21B2M1). 

Если для различных начальных условий x(0) 
существуют положительно определенные матрицы 
P1, P2, F1, F2, постоянные 1φ  > 0, 2φ  > 0, α21 > 0,

α12 > 0 и коэффициенты ξ 11, ξ 12, ξ 21, ξ 22, то для 
уравнений (10) можно построить соответствую-
щий PDC-регулятор в виде ( ) −−= )()()( 111 txFtxhtu  
– ( ) )()( 222 txFtxh , где h1 и h2 – функции при-
надлежности для правил П1 и П2 соответственно  
и  h1+h2=1.  

Для нахождения матриц P1, P2, F1, F2, 
постоянных 1φ , 2φ , α21, α12 и коэффициентов ξ 11, 
ξ 12, ξ 21, ξ 22 проведена серия модельных расчетов 
в системе компьютерной математики MATLAB. 
В частности, получено, что при значениях 
параметров m = 2 кг, M = 8 кг, 2l= 1 м устойчивое 
вертикальное положение маятника достигается 
при x1∈(−π/2, π/2) и x2 = 0, если α12 = 1,3, α2 =1/α12, 
φ1= φ2 =π /1,5, ξ 11 = −2/π, ξ 12 = 2/π, ξ 21 = −2/π, ξ 22 = 2/π. 
Для начальных условий вида x(0) = [π/6 0]T, 
x(0) = [π/4 0]T и x(0) = [π/3 0]T найдены 
соответствующие матрицы P1, P2, F1 и F2. 

Модельные расчеты показали, что для 
каждого начального условия существуют такие 
положительно определенные матрицы, при кото-
рых для уравнений (10) можно построить PDC-
регулятор. 

Результаты, полученные в настоящей статье, 
являются продолжением работ [9, 10] и могут быть 
использованы в задачах исследования 
устойчивости обыкновенных дифференциальных 
уравнений, описывающих  динамические системы. 

 
Работа выполнена в рамках проекта РФФИ №13-08-

00710-а. 
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УДК 517.938  
 

УПРАВЛЯЕМОСТЬ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

М.Т. Терёхин 
Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

THE CONTROLLABILITY OF LINEAR SYSTEM  
OF DIFFERENTIAL EQUATIOWS WITH VARIBLE COEFFICIENTS 

 
M.T. Teryokhin 

  
 

Для линейной системы дифференциальных уравнений  
с переменными коэффициентами исследуется проблема управ-
ляемости без непосредственного использования фундаменталь-
ной матрицы линейной однородной системы. Определены 
условия разрешимости двухточечной краевой задачи со сво-
бодными концами (следовательно, условия вполне управляемо-
сти линейной системы). 

 

It is investigated the problem of  controllability of the linear 
system of differential equations with variable coefficients without 
the fundamental matrix of linear homogeneous system. It is defined 
conditions of solvability of two-point boundary value with free the 
endpoints (therefore conditions of fully controllability of linear 
system). 

 

Ключевые слова: допустимое управление, метод последо-
вательных приближений, вектор-функция, определенно-
положительная матрица (форма), ранг, минор. 

 
 

Keywords: admissible control, method of successive ap-
proximations, vector function, definite positive matrix (form), rank, 
minor. 

 
Рассмотрим систему вида  

utBxtAx )()( +=� ,                        (1)  
в которой )(tA , )(tB  – матрицы размерности со-
ответственно ,nn×  ,mn ×  ,nn×  ,nm ≤  кусочно-
непрерывные на любом сегменте, принадлежащем 
интервалу ),,( ∞−∞  x  – n -мерный вектор, u – m -
мерный вектор-управление. 

Пусть Rx ∈0 , nRx ∈1  – произвольные, но 
фиксированные векторы, nR  – n -мерное евкли-
дово пространство. 

Определение 1. Управление 0u , при котором 
система (1) имеет решение, называется допусти-
мым управлением. 

Решение )(tx  системы (1) при допустимом 
управлении 0u  назовем решением, соответствую-
щим управлению 0u . 

Определение 2. Система (1) называется 
управляемой в точках 0x , 1x , если существует 
сегмент [ ]10 , tt  ( )10 tt <  и допустимое управление, 
заданное на сегменте [ ]10 , tt , при котором решение 

)(tx  системы (1) определено на сегменте [ ]10 , tt   
и удовлетворяет краевым условиям 00 )( xtx = , 

11)( xtx = . 

Система (1) называется вполне управляемой, 
если она управляемая в любых точках Rx ∈0 , 

nRx ∈1 . 
Проблема управляемости системы (1) рас-

сматривалась в работах [1–4]. Особый интерес 
представляет исследование проблемы управ-
ляемости системы (1) при условии, что неизвестен 
явный вид фундаментальной матрицы системы 

xtAx )(=� . 
В статье ставится задача: найти условия 

управляемости системы (1) в точках 0x , 1x  без 
непосредственного использования фундаменталь-
ной матрицы системы xtAx )(=� . Для решения 
поставленной задачи используются в том числе  
и методы, предложенные в работах [5–8]. 

Выберем произвольный, но фиксированный 
сегмент [ ]10 , tt  ( )10 tt < . Для определенности, по-
ложим, mn = , в противном случае заменой пере-
менных vtCu )(= , )(tC – nm× -кусочно-непрерыв-
ная на сегменте [ ]10 , tt  матрица, систему (1) пре-
образуем в систему, в которой )()( tCtB  – матрица 
размерности nn× . 

Введем следующие обозначения:  
],,[ 10 ttT = |)(|sup|)(|

*
* txx

T
T =D , 
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|)(|maxsup)(
1||*

* ztPP
zT

T ≤
=D , 

матрица )(tP  и вектор-функция )(tx  кусочно-не-

прерывные на сегменте TT ⊆* , ∈= uH {)(γ  
},|:| γ≤∈ uRn 0>γ  – некоторое число (далее для 

простоты записи, положим, |,)(||)(| DD xx T =  
||)(||||)(|| DD PP T = ). 

 
§1. Существование постоянного управления 

Очевидно, что в пространстве nR  выполняет-
ся неравенство  

|,|||

|)))((||))(((|

**

**
1

0

uuxx

dtuutBxxtA
t

t

−+−≤

≤−+−∫

βα

        (2) 

в котором 0>α , 0>β  – некоторые числа. 
Предположим, что матрица )(tB такова, что 

∫ −≥−−
1

0

2*** ||)),)(((
t

t
uudtuuuutB ε ,     (3) 

0>ε  –  некоторое число. 
Лемма. Пусть в пространстве nR  выполнено 

неравенство (3). Тогда для любой вектор-функции 
)(tx , определенной и непрерывной на сегментеT , 

существует число 0>γ и единственный вектор 
)(γHu∈ , удовлетворяющий равенству 

.))()()((
1

0

01∫ −=+
t

t
xxdtutBtxtA  

Доказательство. Пусть )(tx  – произвольная, 
но фиксированная вектор-функция, определенная 
и непрерывная на сегменте T . Число 0>γ  выбе-
рем так, чтобы выполнялось неравенство 

                    γεα <+− |)(||| 01 Dxxx .                   (4) 
В пространстве nR  определим вектор-функ-

цию .))()()(()( 10

1

0

xxdtutBtxtAuF
t

t
∫ −++=  Непо-

средственно из определения вектор-функции )(uF  
следует, что выполнены неравенства 

|||)()(| ** uuuFuF −≤− β ,               (5) 
2*** ||)),()(( uuuuuFuF −≥−− ε .        (6) 

Оператор Φ  определим равенством −=Φ uu)(  
),(umF−  0>m  – число [9]. Докажем, что опера-

тор Φ  на множестве )(γH  является оператором 

сжатия для любого числа )2,0(
2β
ε

∈m . Действи-

тельно,  для  любых  )(),( 21 γγ HuHu ∈∈  

−−=Φ−ΦΦ−Φ=Φ−Φ 212121
2

21 (),(|| uuuuuuuu  

≤−−−−− ))()((),()(( 212121 uFuFmuuuFuFm

=−−−+−≤ 2
21

2
21

222
21 ||2|||| uumuumuu εβ  

)12(|| 222
21 +−−= εβ mmuu   

согласно неравенствам (5) и (6). 
Непосредственно вычислением устанавлива-

ем, что если βε ≤ , то при любом m  
.01222 ≥+− εβ mm  Справедливость неравенства 

βε ≤  следует из того, что согласно неравенствам 
(5), (6) и Коши – Буняковского  

≤−−≤− )),()((|| 2121
2

21 uuuFuFuuε  

.|||||)()(| 2
212121 uuuuuFuF −≤−⋅−≤ β  

Таким образом, для любого числа 0>m  сущест-
вует число ,0≥ν  удовлетворяющее равенству 

.12222 +−= εβν mm Отсюда  
.|||| 2121 uuuu −≤Φ−Φ ν  

Очевидно, что при любом )2,0(
2β
ε

∈m  −22βm  

,112 <+− εm  то есть )1,0[∈ν . Это значит, что 

оператор Φ  при любом )2,0(
2β
ε

∈m  – оператор 

сжатия на множестве )(γH . Убедимся, что число 
0>m  можно выбрать так, что оператор Φ  мно-

жество )(γH  будет отображать в себя. С этой це-
лью заметим, что так как для любого числа 

)2,0(
2β
ε

∈m  оператор Φ  сжимающий, то для лю-

бого )(γHu∈  +≤Φ+Φ−Φ≤Φ |||0||0||| uuu ν  
.|0|Φ+  Учитывая, что ),0(0 mF−=Φ  получим 

.|)0(||||| Fmuu +≤Φ ν   
Заметим, что  

.1

121
lim

1
lim

2200 εεβ
=

+−−
=

− →→ mm

m
v

m
mm

 

Тогда .
)(

1
)(

lim
ε
DD F

v
mF

=
−

 

Согласно неравенству (4) и тому, что =)0(F

  
∫ −+=
1

0

,)()( 10

t

t
xxdttxtA

 

получим −≤ 1(|1|)0(| xF
εε   

.|))(||0 γα <+− Dxx  Это значит, что  

.
1

|)0(|
lim

0
γ

ν
<

−→

Fm
m  

Следовательно, существует число )2,0(
2

*

β
ε

∈m  

такое, что для любого числа ),0( *mm∈  выполне-

но неравенство ,
1

|)0(|
γ

ν
<

−
Fm

 
то есть <|)0(| Fm  

)1( νγ −< . Поэтому при любом фиксированном 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

ВЕСТНИК РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК · 2013/4 
 

65

),0( *mm∈  и любом )(γHu ∈  +≤Φ |||| uu ν  
γ<+ |)0(| Fm . По теореме Банаха во множестве 

)(γH  существует единственный вектор *u , удов-

летворяющий равенству *uΦ uu*= , следователь-
но, равенству 

         

.0

))()()(()(

10

**
1

0

=−+

++= ∫

xx

dtutBtxtAuF
t

t           (*) 

Убедимся, что *u – единственный вектор, при-
надлежащий множеству )(γH  и удовлетворяю-
щий равенству (*).  

Пусть вопреки утверждению существуют  
по крайней два вектора )(1 γHu ∈ , )(2 γHu ∈ , 

21 uu ≠  такие, что .0)()( 21 == uFuF  Это значит, 
что )( 111 umFuu −=Φ , )( 222 umFuu −=Φ  при 

любом ),0( *mm∈ , то есть оператор Φ  на множе-

стве )(γH  при любом ),0( *mm∈  имеет по край-
ней мере две неподвижные точки, что невозможно. Лемма доказана. 

Следствие. Если выполнено неравенство (3), 

то .0)(det
1

0

∫ ≠
t

t
dttB  

Пусть )()( 0
01

01
00 tt

tt
xx

xtx −
−
−

+= , X  – мно-

жество вектор-функций )(tx , определенных, не-
прерывных на сегменте T  и удовлетворяющих 
краевым условиям ,)( 00 xtx =  ,)( 11 xtx =  и пусть 

},|)()(|max:)({)( 0 ptxtxXtxpO
T

≤−∈=  0>p  – 

некоторое число. 
Числа q , l  определим соответственно равен-

ствами )1(
ε
βα +=q ,  

1),|)(||(|
1

1
001 ≠++−

−
= qxxx

q
l βγα D . 

Теорема 1. Если 1<q , выполнены неравен-
ства (3) и  

      
,|)(|max||

)(
01 εγα <+− Dxxx

lO
               (7) 

то существует единственный вектор )(* γHu ∈ , 

при котором соответствующее ему решение )(* tx  
системы (1), определенное на сегменте T , удовле-
творяет условиям ,)( 00

* xtx =  ,)( 11
* xtx =  

),()(* lOtx ∈  то есть система (1) управляемая  
в точках ,0x .1x  

Доказательство. Доказательство теоремы 
проведем методом последовательных приближе-

ний. Из неравенства (7) и того, что ),()(0 lOtx ∈  
следует, что для вектор-функции )(0 tx  выполнено 
неравенство (4). Тогда, проводя доказательство 
леммы для вектор-функции ),(0 tx  получим, что 
существует единственный вектор ),(0 γHu ∈  
удовлетворяющий равенству 

.))()()((
1

0

0100∫ −=+
t

t
xxdtutBtxtA  

Первое приближение )(1 tx  определим равен-
ством  

,))()()(()( 0001
0

xduBxAtx
t

t
∫ ++= ξξξξ

  
,)( 001 xtx =  111 )( xtx = . Убедимся, что ∈)(1 tx  

)(lO∈ . Действительно, пусть 
|)()(|max 011 txtxp

T
−= . 

Тогда  

.)1(

|||)(|)(

))()()((max

0100
01

01

001
0

lql

xxxtt
tt
xx

duBxAp
t

tT

<−≤

≤−++≤−
−
−

−

−+= ∫

βγα

ξξξξ

D  

Из того, что )()(1 lOtx ∈ , следует, что для 
вектор-функции )(1 tx  выполнено неравенство (7) 
и, следовательно, неравенство (4). На основании 
леммы получим, что существует единственный 
вектор ),(1 γHu ∈  удовлетворяющий равенству 

.])()()([
1

0

0111∫ −=+
t

t
xxdtutBtxtA  

Второе приближение определим равенством  

,)(,])()()([)( 0021102
0

xtxduBxAxtx
t

t
=++= ∫ ξξξξ

 
.)( 112 xtx = Убедимся, что )()(2 lOtx ∈ . 

Пусть  

.|||))((||)(

)()(((||))()()()(

)()((|max|)()(|max

011010

1001

1122

1

0

0

uupdtuutBtx

txtAduBxAuB

xAtxtxp

t

t

t

tTT

−+≤−+−

−≤−−+

+=−=

∫

∫

βα

ξξξξξ

ξξ

Поскольку при любом }1,0{∈i   ∫ +
1

0

)()((
t

t
i txtA  

0))( 10 =−++ xxdtutB i , то  
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0),)(

)()()()()((

010

011

1

0
=−−

−−+∫
dtuuutB

txtAutBtxtA
t

t
 

и  

.)),()()(((

)),)(((

01101

0101

1

0

1

0

dtuutxtxtA

dtuuuutB

t

t

t

t

−−−=

=−−

∫

∫
 

Тогда на основании неравенств (3) и Коши – Буня-
ковского  

.|||||)()(|max

|)|)),()()(((|

)),)(((||

0110101

010101

0101
2

01

1

0

1

0

uupuutxtx

dtuudtuutxtxtA

dtuuuutBuu

t

t

t

t

t

−≤−−≤

≤−≤−−≤

≤−−≤−

∫

∫

αα

ε

Это значит, что 101 || puu
ε
α

≤−  и +≤ 12 pp α  

.11 qpp =+
ε
αβ  Поэтому, учитывая, что −≤ 1(1 lp  

),q−  получим +−≤− |)()(||)()(| 1202 txtxtxtx  

1
1

|)()(| 1
1101 ≤

−
<+≤−+

q
p

qpptxtx  при любом 

Tt ∈ , то есть ∈)(2 tx  )(lO∈ . Это значит, что для 
вектор-функции )(2 tx  выполнено неравенство (7) 
и, следовательно, неравенство (4). Согласно лемме 
существует единственный вектор )(2 γHu ∈ , 
удовлетворяющий равенству  

.))()()((
1

0

0122∫ −=+
t

t
xxdtutBtxtA

 
Третье приближение )(3 tx  определим равенст-

вом ,))()()(()( 2203

1

0

dtuBxAxtx
t

t
ξξξ∫ ++=  =)( 03 tx  

0x= , 113 )( xtx = . Аналогично устанавливаем, что 
|,||)()(|max 122233 uuptxtxp

T
−+≤−= βα  −2| u  

.| 121 qppu
ε
α

ε
α

≤≤−  Отсюда =+≤ 23 )1( pp
ε
βα  

.1
2

2 pqqp ≤=  Поэтому с учетом того, что ≤1p  
)1( ql −≤ , получим +−≤− |)()(||)()(| 2303 txtxtxtx  

,
1

|)()(||)()(| 1
0112 l

q
p

txtxtxtx ≤
−

<−+−+  то есть 

)()(3 lOtx ∈ . Это значит, что для вектор-функции 
)(3 tx  выполнено неравенство (7) и, следовательно, 

неравенство (4). Согласно лемме существует един-

ственный вектор ),(3 γHu ∈ удовлетворяющий 

равенству .))()()(( 0133

1

0

xxdtutBtxtA
t

t
−=+∫   

Продолжая этот процесс неограниченно, ус-
танавливаем, что при любом n  приближение 

∫ −− ++=
t

t
nnn dtuBxAxtx

0

))()()(()( 110 ξξξ  удовле-

творяет соотношениям ,)( 00 xtxn =  ,)( 11 xtxn =   

−≤≤−= −
−

−− 11
1

11 |,|)()(|max n
n

nnn
T

n upqqptxtxp  

≤−≤≤− −
−− |)()(|,| 01

2
12 txtxpqpu n

n
nn ε

α
ε
α  

++≤−++−≤ − qptxtxtxtx nn 1(|)()(||)()(| 1011 …

l
q

p
q n ≤

−
<++ −

1
) 11…  при любом ,Tt∈  то есть 

)()( lOtxn ∈ . Таким образом, для вектор-функции 
)(txn  выполнено неравенство (7) и, следователь-

но, неравенство (4). Согласно лемме существует 
один единственный вектор ),(γHun ∈  удовлетво-

ряющий равенству −=+∫ 1

1

0

))()()(( xdtutBtxtA
t

t
nn  

.0x−  В результате получили такие последователь-
ности )),(( txn  )( nu , что при любом n  

)()( lOtxn ∈ , ,|)()(| 1
1

1 pqtxtx n
nn

−
− ≤−  =)( 0txn  

,0x=  =)( 1txn ,1x  ,|| 1
1

1 pquu n
nn

−
− ≤−

ε
α  

).(γHun ∈  Следовательно, сходится ряд +1u  

)( 1
2

−

∞

=
∑ −+ n
n

n uu  и равномерно на множестве T  

сходится ряд )(1 tx ∑
∞

=
+

2
)((

n
n tx )).(1 txn−−  Это зна-

чит, что сходится последовательность )( nu  и рав-
номерно на множестве T  сходится последова-
тельность )).(( txn  

Пусть )()(lim * txtxn
n

=
∞→

 (вектор-функция 

)(* tx  определена и непрерывна на множестве T ), 

.lim *uun
n

=
∞→

 Тогда из того, что  

∫ −− ++=
1

0

,))()()(()( 110

t

t
nnn duBxAxtx ξξξξ  

∫ −=+ −−

1

0

,))()()(( 0111

t

t
nn xxdtutBtxtA  

)(γHun ∈ , следует, что  
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).()(

,))()()((

,))()()(()(

),(,)(,)(

*

01
**

0
***

*
11

*
00

*

1

0

0

lOtx

xxdtutBtxtA

xdtuBxAtx

Huxtxxtx

t

t

t

t

∈

−=+

++=

∈==

∫

∫ ξξξ

γ

     (8) 

Это значит, что *** )()()()( utBtxtAtx +=�  при 

любом ,Tt∈  то есть )(* tx – решение системы (1), 
определенное на множестве T , соответствующее 
управлению .*u  

Убедимся, что )),(( ** utx  – единственная па-

ра, в которой )(* tx  – решение системы (1), опре-
деленное на множестве T , соответствующее 
управлению *u  и удовлетворяющее соотношени-
ям (8). Пусть вопреки утверждению для любого 

}2,1{∈j  существует постоянный вектор ∈ju  

),(γH∈  ,*
2

*
1 uu ≠  такой, что соответствующее ему 

решение )(* tx j  системы (1) определено на множе-
стве T  и удовлетворяет соотношениям (8).  

Учитывая, что ∫ −−+
1

0

)()()()()(( *
2

*
1

*
1

t

t
txtAutBtxtA  

,0),)( *
2

*
1

*
2 =−− dtuuutB  согласно неравенствам (3) 

и Коши – Буняковского получим: 

∫ ≤−−≤−
2

1

)),)(((|| *
2

*
1

*
2

*
1

2*
2

*
1

t

t
dtuuuutBuuε  

∫ ≤−−≤
2

1

|)),()()(((| *
2

*
1

*
2

*
1

t

t
dtuutxtxtA

|||)()(|max *
2

*
1

*
2

*
1 uutxtx

T
−−≤α  

и, следовательно, .|)()(|max|| *
2

*
1

*
2

*
1 txtxuu

T
−≤−

ε
α   

С другой стороны, при любом Tt∈  −)(| *
1 tx  

≤−+−≤− ∫ dtuutBtxtxtAtx
t

t
|)()())()(()(||)( *

2
*
1

*
2

*
1

*
2

1

0

×+≤−+−≤ )1(|||)()(|max *
2

*
1

*
2

*
1 ε

βαβα uutxtx
T

 

|,)()(|max|)()(|max *
2

*
1

*
2

*
1 txtxqtxtx

TT
−=−× что воз-

можно только при 0)()( *
2

*
1 ≡− txtx  на множестве 

T , но тогда и ,*
2

*
1 uu =  что противоречит предпо-

ложению.  
Теорема доказана. 

Отметим, что в лемме и теореме 1 величины 
,0t ,1t ,0x 1x существенной роли не играют. По-

этому далее для простоты рассуждений будем по-
лагать, что на сегменте ],[ 10 tt  матрицы ),(tA  

)(tB  непрерывны. В противном случае при усло-
вии, что любая из точек =0m  

110210 ... tmmmt =<<<<=  – точка разрыва хотя 
бы одной из матриц ),(tA  ),(tB  доказательства 
леммы, теоремы 1 и последующих теорем прове-
дем при любом },...,2,1{ ω∈j  для сегмента 

],[ 1 jj mm − , на котором матрицы ),(tA  )(tB  не-

прерывны (значениями матриц ),(tA  )(tB  в точке 

1−= jmt  являются ),( 1−jmA  )( 1−jmB , в точке jm  

– их пределы слева), ),( 100 −= jmxx  ).(01 jmxx =   
Замечание. Из неравенства (7) следует, что 

число 0>γ  в общем случае не может быть произ-
вольным, оно входит также и в определение мно-
жества )(lO .  

Определим условия существования числа γ , 
удовлетворяющего неравенству (7). 

Пусть ],,[ 10 rrR =  10 rr <  – некоторые числа, 
,0y  1y  – точки пространства ,nR  ,Rα  ,Rβ  Rε  – 

произвольные числа, удовлетворяющие неравен-

ству ,1)1( <+=
R

R
RRq

ε
β

α  )(0 tx – некоторая век-

тор-функция, определенная, непрерывная на сег-
менте ,R  удовлетворяющая краевым условиям 

,)( 000 yrx =  ,)( 111 yrx =  )(tx  – вектор-функция, 
определенная и непрерывная на сегменте ,R  

|,)(|max|)(| txx
R

R =D  Rl  – число, определяемое 

равенством  

),|)(||(|
1

1
001 γβα RRR

R
R xyy

q
l ++−

−
= D  

0>γ  – число, )(RX  – множество вектор-функ-
ций ),(tx  определенных, непрерывных на сег-
менте R  и удовлетворяющих краевым условиям 

,)( 000 yrx =  ,)( 111 yrx =  :)()({)( RXtxlO R ∈=  
}.|)()(|max 0 R

R
ltxtx ≤−   

Найдем условие существования числа γ , 
удовлетворяющего неравенству  

.|)(|max||
)(

01 γεα RR
lO

R xyy
R

<+− D        (**) 

Учитывая, что =+− R
lO

R xyy
R

|)(|max||
)(

01 Dα  

≤+−+−= |)()()(|maxmax|| 00
)(

01 txtxtxyy
RlO

R
R

α

+−=++−≤ ||)|)((||| 01001 yylxyy RRR Dα

++−
−

++ RR
R

RR xyy
q

x |)(||(|
1

1|)([| 0010 DD αα
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++−+−
−

=+ RRRR
R

R yyq
q

γαβαγβ |)(|1[(
1

1)] 01

)],|)(| 0 RR x Dα+  получим число γ , которое удов-
летворяет неравенству (**), если оно удовлетворя-
ет оценке <+−+− )|)(||)(|1( 001 RRRR xyyq Dαα  

.])1[( γβαε RRRRq −−<  Для этого достаточно  
выполнения условия =−− RRRRq βαε)1(  

=−−=−−−= RRRRRRR
R

RR
R βαεααβε

ε
βαα 2)1()1(

 0)2( >+−= RRRR βεαε  или, что все равно,  

выполнения неравенства .
2

0
RR

R
R βε

εα
+

<<   

Так как Rα<0 ,
RR

R
βε

ε
+

<  то .1<Rq  Следова-

тельно, если 
RR

R
R βε

ε
α

2
0

+
<< , то 1<Rq  и су-

ществует число 0>γ  и, следовательно, число ,Rl  
удовлетворяющие неравенству (**), а также нера-
венству (7) при условии, что ,00 xy =  ,11 xy =  

,|)(||)(| Rxx DD =  ,RT =  ,Rll =  ,Rαα =  ,Rεε =  

Rββ = . 
Таким образом, при условии, что << Rα0  

RR

R
βε

ε
2+

< , для числа γ , удовлетворяющего не-

равенству (**), справедлива оценка  

.
)1(

|)(||)(|1( 001

RRRR

RRRR
q

xyyq
βαε
αα

γ
−−

+−+−
>

D
 

 
§2. Существование кусочно-постоянного 

управления 
Полагая ||,)(||0 DA≥α  ||,)(||0 DB≥β  получим, 

что в пространстве nR  при любом Tt∈  выполне-
но неравенство  

.||

|||))((||))((|
*

0

*
0

**

uu

xxuutBxxtA

−+

+−≤−+−

β

α
   (9) 

Пусть матрица )(tB  такова, что для любого 
сегмента ],[],[ 10 tt⊆λξ  

∫ −−≥−−
λ

ξ

ξλε ,||)()),)((( 2*
0

** uudtuuuutB  (10) 

00 >ε  – некоторое число. 
Заметим, что под решением системы (1), со-

ответствующим кусочно-непрерывному (кусочно-
постоянному) управлению ),(tu  определенному 
на сегменте ,T  будем понимать заданную и не-
прерывную на сегменте T  вектор-функцию ),(tx  
при любом Tt∈  удовлетворяющую равенству 

)()()()()( tutBtxtAtx +=� , за исключением, может 

быть, точек разрыва вектора-функции )(tu  и мат-
риц ),(tA  ).(tB  

Пусть ],[],[ 10 tt⊆λξ  – некоторый сегмент. 
Положим, ),(0* ξλαα −=R  ),(0* ξλββ −=R  

).(0* ξλεε −=R  Число *Rq  определим равенст-

вом ),1)(()1(
0

0
0

*

*
**

ε
β

ξλα
ε

β
α +−=+=

R

R
RRq  число 

*Rl  – равенством +−
−

= |)()((|
1

1
00

*
* ξλ xx

q
l

R
R  

,)(|)(|)( *
000 * γβξλξλα −+−+ Rx D  ],,[* λξ=R  

0* >γ  – некоторое число. 
Интегрируя неравенство (9) в пределах от ξ  

до λ , получим неравенство 

≤−+−∫ dtuutxxtA |))((||))(((| ** β
λ

ξ

 

|,||| **
** uuxx RR −+−≤ βα  

аналогичное неравенству (2). Если предположить, 
что для сегмента ],[ λξ  в пространстве nR  выпол-
нено неравенство (10) (следовательно, неравенство 
(3), если в нем ,*Rεε =  *RT = ) и =0x  ),(0 ξx=  

),(01 λxx =  ,|)(||)(| *Rxx DD =  то получим, что для 
сегмента ],[ λξ  выполнены условия леммы. Это 
значит, что для любой вектор-функции ),(tx  опре-

деленной и непрерывной на сегменте ,*R  сущест-

вует число 0* >γ  и единственный вектор 

),( *
* γHuR ∈  удовлетворяющий равенству 

∫ −=+
λ

ξ

ξλ ).()())()()(( 00* xxdtutBtxtA R  

Сегмент *R  выберем таким образом, чтобы 
выполнялось неравенство  

.
)2(

0
000

0
βεα

ε
ξλ

+
<−<  

Тогда согласно Замечанию 1* <Rq  и существует 

число 0* >γ  (следовательно, и число *Rl ), удов-
летворяющее неравенству (7), если в нем поло-
жить ),(00 ξxx =  ),(01 λxx =  ,*γγ =  ,*Rαα =  

,*Rεε =  ,|)(||)(| *Rxx DD =  ),()( *RlOlO =  то есть 

для сегмента *R  выполнено неравенство  
.|)(|max|)()(| *

)(
00 **

*

* γεαξλ RRlOR xxx
R

<+− D  

Предполагая, что выполнено неравенство (10), 
получим, что для сегмента *R  и векторов ),(0 ξx  

)(0 λx  выполнены условия теоремы 1. Следова-
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тельно, существует единственный вектор 
)( *

* γHuR ∈ , при котором соответствующее ему 

решение )(* txR  системы (1), определенное на 

сегменте *R , удовлетворяет условиям =)(* ξRx  

),(0 ξx=  ),()( 0* λλ xxR =  ),()( ** RR lOtx ∈  то есть 

система (1) управляемая в точках ),(0 ξx  )(0 λx . 
Сегмент ],[ 10 tt  разделим на k  частей точка-

ми 12100 ... tt k =<<<<= ττττ  таким образом, 
чтобы при любом },...,2,1{ ki∈  <−< −10 ii ττ  

.
)2( 000

0
βεα

ε
+

<  Тогда согласно теореме 1 и За-

мечанию при условии, что при любом i  выполне-
но неравенство (10), в котором ,iτλ =  ,1−= iτξ  
существуют единственный вектор iu )( iH γ∈   
и соответствующее ему решение )(txi  системы 
(1), удовлетворяющее условиям =− )( 1iix τ  

),( 10 −= ix τ  ),()( 0 iii xx ττ =  )(txi ),( iRlO∈  =iR  

],,[ 1 ii ττ −=  −
−
−

+= t
tt
xx

xtx ()((
01

01
00 )).0t  

Вектор-функцию (управление) )(tu  на сег-
менте T  определим равенством 

⎩
⎨
⎧

≤≤
<≤

= −

. при
, при 

)(
1-k

1

kk

iii
tu
tu

tu
ττ
ττ

 

Решение )(tx  системы (1), соответствующее 

управлению ),(tu  при любом },,2,1{ ki "∈  на 

сегменте iR  определяется равенством ).()( txtx i=  

Следовательно, вектор-функция )(tx  на сегменте 
T  непрерывна, удовлетворяет системе (1), за ис-
ключением может быть точек iτ  и соотношениям 

),()( 0 ii xx ττ =  ,)( 00 xtx =  .)( 11 xtx =  
Таким образом, доказана теорема 2. 
Теорема 2. Если для любого сегмента 

,[],[ 0t⊂λξ  ],1t  удовлетворяющего неравенству  

,
)2( 000

0
βεα

ε
ξλ

+
<−  

выполнено неравенство (10), то система (1) управ-
ляемая в точках ,0x 1x  (в силу произвольности 
точек ,0x 1x  система (1) вполне управляемая). 

Далее снова будем предполагать, что )(tB  – 
nn× -матрица, определенная и непрерывная на 

сегменте T . Отметим, что согласно теореме 2 од-
ним из условий управляемости системы (1) в точ-
ках ,0x 1x  является выполнение неравенства (10). 

Предположим, что неравенство (10) не вы-
полняется. Поставим задачу: найти постоянную 
матрицу D  (следовательно, управление u , опре-

деленное равенством Dvu = ), удовлетворяющую 
неравенству 

,||)()),()(( 2*
0

** ννξλενννν
λ

ξ

−−≥−−∫ dtDtB  

00 >ε  – некоторое число, ,ξ  λ  – произвольные, 
но фиксированные числа. Система (1) примет вид 

                  .)()( νDtBxtAx +=�                    (11) 
Сначала определим условия, при которых 

∫
λ

ξ

νν dtDtB ),)((  – определенно-положительная 

квадратичная форма. 
Пусть ,))(()( 1

*
,

n
ji tbtB =  .)( 1,

n
jidD =  Тогда, 

полагая для простоты записей ∫ =
λ

ξ

,)( ,
*
, jiji bdttb  

,)( 1,
n

jibB =  получим .)()( 1
1

∫ ∑
=

=
λ

ξ

n
n

i
iqpi dbDdttB  

Определим условия существования матрицы 
D , удовлетворяющей равенствам 

        ∑
=

=+
n

i
pqipqiiqpi ldbdb

1
,2)(           (12) 

в которых pql  – произвольные, но фиксированные 
числа. 

Из построения равенств (12) следует, что при 
1=p  во множестве (12) содержится ровно n  ра-

венств, при 2=p  – )1( −n  равенство и так далее, 
при 1−= np  – два равенства, при np =  – одно 
равенство. Непосредственным вычислением уста-
навливаем, что равенства (12) образуют =r  

nn
2

1+
= -мерную систему линейных уравнений 

относительно 2n  неизвестных ,, jid  основную 
матрицу которой обозначим буквой .V  

Учитывая, что rn >2  при ,1>n  получим, 
что система уравнений, определенная равенствами 
(12), тогда и только имеет решение независимо от 
набора чисел pql , когда ранг матрицы V  равен .r  
В этом случае существует матрица D , удовлетво-
ряющая равенству ),,(),( νννν LBD =  n

pqlL 1)(=  – 

симметрическая матрица. Числа pql  выберем так, 

чтобы квадратичная форма ),( ννL  была опреде-
ленно-положительная. 

Для определенности, положим, что минор по-
рядка r  отличный от нуля, расположен на первых 
r  столбцах матрицы .V  Следовательно, искомы-
ми будут те числа ,, jid  которые являются коэф-
фициентами линейной комбинации первых r  
столбцов матрицы V  в системе (12), остальные 
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числа jid ,  полагаются равными нулю. В результа-
те будет определена единственная матрица D , 
удовлетворяющая равенству ).,(),( νννν LBD =   

Если, кроме того,  

⎩
⎨
⎧

≠
=−

=
, при0

, при )(
qp

qp
l pq

ξλ
 

 то получим  

).,,,(

,||)(),(),)((

21

2

n

BDdtDtB

νννν

νξλνννν
λ

ξ

…=

−==∫  

Далее матрицу D , удовлетворяющую нера-

венству ∫ −≥
λ

ξ

νξλενν 2
0 ||)(),)(( dtDtB , будем на-

зывать согласованной с матрицей )(tB  относи-
тельно сегмента ],,[ λξ 00 >ε . Следовательно, 
если матрица D  согласована с матрицей )(tB  от-
носительно сегмента ],,[ λξ  то это значит, что для 
матрицы DtB )(  системы (11) на сегменте ],[ λξ  
выполнено неравенство (10). 

Отметим, что матрица D  согласована с мат-
рицей )(tB  относительно сегмента ],[ λξ , если 
ранг матрицы V  равен .r  

Пусть число *
0β  таково, что .||)(|| *

0β≤DB D  
Тогда, выбирая числа ,ξ  λ , удовлетворяющие 

неравенствам 
)21(

0
*
00

0

βα

ε
ξλ

+
<−< , и, полагая, 

что матрица D  согласована с матрицей )(tB  от-
носительно сегмента ],,[],[ 10 tt⊆λξ  получим, что 
система (11) управляемая в точках ),(0 ξx  ),(0 λx  
то есть существуют числа ,0>γ  ,0>l  постоян-

ный вектор ∈ν  )(γH  и соответствующее ему ре-
шение )(tx  системы (11), определенное на сегмен-
те ],,[ λξ  удовлетворяющее соотношениям 

),()( 0 ξξ xx =  )()( 0 λλ xx = , ).()( lOtx ∈  
Согласно замене переменных νDu =   )(tx  – 

решение системы (1), соответствующее управле-
нию ,νDu =  .|||||| γDu ≤  

 
§3. Условия существования матрицы,  

согласованной с матрицей B(t)  
относительно сегмента [ξ, λ] 

 
Рассмотрим один из возможных способов на-

хождения матрицы D , согласованной с матрицей 
)(tB  относительно сегмента ],[ λξ . Уравнения  

в системе, определенной равенствами (12), распо-
ложим в следующем порядке 
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Искомые величины ijd  в системе (13) распо-

ложим в порядке ,,,,, 1312111 ndddd …  ,, 2212 dd  
,,,,,,,,,,,, 32134333232 ………… nnnnn dddddddd  

.nnd  Тогда основную матрицу V  системы (13) 
определим равенством ),,([ 2111 VVcolonV =  

)],,( 2212 VVcolon  в котором ,11 BV =  21V  – нуле-

вая матрица, 12V – )( 2 nnn −× -матрица, 22V  – 

)()( 2 nnnr −×− -матрица. Справедлива следующая 
теорема 3. 

Теорема 3. Пусть .0det)(det ∫ ≠=
λ

ξ

BdttB  То-

гда, для того чтобы система (13) имела решение 
при любом наборе чисел ,pql  необходимо и дос-

таточно, чтобы ранг матрицы 22V  был равен .nr −  
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Теорема 4. Пусть: 1) сегмент ],[ 10 tt  разбит 
на конечное число частей точками <<= 100 vtv  

;12 tvv m =<<< …  2) кусочно-непрерывная на 
сегменте ],[ 10 tt  матрица )(tB  системы (1) опре-
делена согласно равенству 

⎩
⎨
⎧

∈
∈

=
−

−

],,[ при)(
),,[ при)(

)(
1

1

mmm

iii
vvttB

vvttB
tB  

в котором при любом },,2,1{ mi …∈  )(tBi  – не-
прерывная матрица; 3) при любом },,2,1{ mi …∈  
существует постоянная матрица ,iD  согласован-
ная с матрицей )(tB  относительно сегмента 

].,[ 1 ii vv −  Тогда система (1) управляемая в точках 
,0x  .1x  
Доказательство. Из условия 3) теоремы сле-

дует, что при любом },,2,1{ mi …∈  существует 
число 00 >iε  такое, что 

2*
1

** ||)()),()(
1

vvvvdtvvvvDtB iioii

i

i

−−≥−− −∫
−

ν

ν

ε   

(в качестве значения матрицы )(tB  в точке iν  
можно принять ее предел слева в точке iν ). 

При любом i  сегмент ],[ 1 ii vv −  разобьем на 
конечное число частей точками <<=− 101 iiiv ττ  

iiki i
νττ =<<< …2  так, чтобы при любом 

},,2,1{ ikj …∈   

,
)2(

0
*
000

0
1

βεα

ε
ττ

+
<−< −ijij  },{min 00 i

i
εε =  

,||)(|| 0α≤DA  },{max*
0 i

i
ββ =  .||)(|| ],[ 1 ivvi ii

DB β≤
−

D  

Следовательно, для любого сегмента ,[ 1−ijτ  

],[] 1 iiij τττ −⊆  ,,2,1{ …∈i }m , },,2,1{ ikj …∈  для 

матрицы iDtB )(  выполнены условия теоремы 2. 
Система (1) управляемая в точках ,0x  .1x  

Теорема доказана. 
Отметим следующее: 
1) В теореме 4 в частном случае при некото-

рых i  (возможно и при всех i ) матрица ,)( iBtB =  

iB  – постоянная матрица. 
2) Пусть в системе (1) матрица )(tB  – такова, 

что ∫
1

0

)(
t

t
dttB  – определенно-положительная матри-

ца. Может оказаться достаточно сложным опреде-
лить число ,0>ε  удовлетворяющее неравенству 
(3). Тогда можно воспользоваться тем, что суще-
ствует такая неособенная постоянная матрица D  
[10], что заменой переменных Dvu =  система (1) 
преобразуется в систему (11), для которой 

,),)(( 22
22

2
11

1

0

nn

t

t
vvvdtvDvtB λλλ +++=∫ …  при лю-

бом },,2,1{ ni …∈  iλ  – постоянное положительное 
число. Число ,ε  удовлетворяющее неравенству 

≥∫ dtvDvtB
t

t
),)((

1

0

 ,|| 2vε≥  определяется соотно-

шением }.{min0 i
i

λε <<  

3) Пусть матрица n
ij tbtB 1))(()( =  в системе 

(1) и сегмент ],[],[ 10 tt⊂λξ  таковы, что при лю-
бом ],[ λξ∈t  .0)(det ≠tB  Матрица )(tV  системы 
(13), в которой числа ijb  заменены функциями 

)(tbij  при соответствующем порядке расположе-

ния неизвестных ijd  представима равенством 

))],(),(()),(),(([)( 22122111 tVtVcolontVtVcolontV =  
),()(11 tBtV = 0)(21 ≡tV на сегменте ],[ λξ , )(12 tV  – 

)( 2 nnn −× -матрица, )(22 tV  – )()( 2 nnnr −×− -
матрица. Тогда если при любом ∈t  ],[ λξ  

nrtVrang −=)(22  и расположение минора поряд-
ка ,nr −  отличного от нуля, в матрице )(22 tV  не 
зависит от ,t  то существует непрерывная на сег-
менте ],[ λξ  матрица )(tD , такая, что ,)()(( vtDtB  

.||) 2vv =  Для этого в системе (13), построенной 
для матрицы ),(tB  достаточно предположить: 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
. если,0
, если,1

qp
qp

l pq  

В этом случае  

∫ −=
λ

ξ

νξλν .||)(),)()(( 2dtvtDtB  

Система (1) управляемая в точках ),(0 ξx  ),(0 λx  

если 
)21(

10
00 βα

ξλ
+

<−< . 

Заключение. Изложенная в предыдущих 
пунктах теория предполагает, что в системе (1) 

)(tB  – nn× -матрица. В случае, если )(tB  – mn× - 
матрица и ,nm <  то заменой переменных 

,)( μtCu =  )(tC  – nm× -матрица, система (1) сво-
дится к системе .)()()( μtCtBxtAx +=�  Очевидно, 
что .0)()(det ≡tCtB  Но может оказаться, что 

∫ ≠
λ

ξ

0)()(det dttCtB  и станет возможным найти 

условия существования матрицы ,D  согласован-
ной с матрицей )()( tCtB  относительно сегмента 

],[ λξ .  
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В качестве матрицы mn
ij tctC 11))(()( =  можно 

взять матрицу, элементы которой определяются 
равенствами ),()( tbtc ijji ±=  .))(()( 11

nm
ij tbtB =  Вы-

бор знака + или – для каждого из элементов мат-
рицы )(tC  произволен. 

Пример 1. Рассмотрим систему 
             ,)()( * utBxtAx +=�                  (14) 

в которой )],,(),6,([
213
1)( 322 ttcolonttcolontA =  

матрица ),,1()(* tcolontB −=  ].1,0[=∈Tt  Опре-
делим условия управляемости системы (14) в точ-
ках ,20 Rx ∈  .21 Rx ∈  

Управление )(tu  выберем согласно равенству 

).,(),()( 21
2

2
2

1 μμμμ colontttttu =+=  Система 
(14) примет вид 

,)],(),,([)( 322 μttcolonttcolonxtAx −−+=�    (15) 
).,( 21 μμμ colon=  Положим, ,νμ D=  

)].,(),,([ 22122111 ddcolonddcolonD =  
 Систему (15) запишем так: 

.)],(),,([)( 322 νDttcolonttcolonxtAx −−+=�   (16) 

Полагая, )],,(),,([)( 322 ttcolonttcolontB −−=  
получим  

,
)]

4
1,

3
1(),

3
1,

2
1([)]

,(),,([)(

3

1

0

1

0

22

ν
νν

ν

BD
DcoloncolondtDt

tcolonttcolondtDtB

=

=−−=−

−=∫ ∫

 

где )],
4
1,

3
1(),

3
1,

2
1([ −−= coloncolonB  .

72
1det −=B  

Матрицу D  определим таким образом, чтобы 
квадратичная форма ),(),( νν LvBDv =  была опре-
деленно-положительной, L  – симметрическая 
матрица. Очевидно, что  

),
4
1

3
1,

3
1

2
1([ 21112111 ddddcolonBD −−+=  

)].
4
1

3
1,

3
1

2
1( 22122212 ddddcolon −−+  

Числа ,11d ,12d ,21d 22d  выберем так, чтобы 
выполнялись равенства 

.1
4
1

3
1

,0
3
1

2
1

4
1

3
1

,1
3
1

2
1

2212

22122111

2111

=−−

=++−−

=+

dd

dddd

dd

        (17) 

Можно убедиться, что ранг матрицы системы 
(17) равен 3. Непосредственно путем вычисления,  
предположив, что ,022 =d  находим ,5411 =d  

,7821 −=d  .312 −=d  Матрица L  определяется 

равенством ,0(),0,1([ coloncolonL = )],1  квадра-
тичная форма ),( νBDv  – равенством =),( νBDv  

.2
2

2
1 νν +=  Это значит, что для матрицы ∫

1

0
)( DdttB  

выполнено неравенство (3) с .1=ε  Следовательно, 
матрица D  согласована с матрицей )(tB  относи-
тельно сегмента ].1,0[  

Непосредственно вычислением находим,  

что ,170||)(|| == βDB D  <==
71
1||)(|| αDA  

.
11702

1
+

<  Это значит (с учетом 1=ε ), что 

.
1

1
12

1
+

<
+

<
ββ

α  Следовательно, += 1(αq  

1) <+β  и существует число ,0>γ  которое может 
быть непосредственно вычислено (см. Замечание) 
и которое удовлетворяет неравенству (7), то есть 
выполнены все условия теоремы 1. Поэтому суще-
ствует единственный вектор )(* γν H∈  и соответ-

ствующее ему решение )(* tx  системы (14), опре-

деленное на сегменте [0,1] и такое, что ,)0( 0
* xx =  

,)1( 1
* xx =  ).()(* γOtx ∈  Следовательно )(* tx  – 

решение системы (15), соответствующее управле-
нию ,),()( *2* νDtttu =  ,54([colonD =  

)],0,3(),78 −− colon  ).,( *
2

*
1

* ννν colon=  
Поскольку ,0x  1x  – произвольные точки 

пространства ,2R  то приходим к выводу о том, 
что система (14) вполне управляемая. 

Пример 2. Пусть дана система 
,)()( * utBxtAx +=�                     (18) 

в котором )(tA  – известная непрерывная матрица, 

определенная на сегменте ],1,0[=T  =)(* tB  

}.,,1( 2ttcolon −=  Определим условия управляемо-
сти системы (18) в точках ,30 Rx ∈  .31 Rx ∈  

Управление )(tu  выберем согласно равенству 

).,,(),,()( 321
32

3
3

2
2

1 μμμμμμ colontttttttu =++=

Тогда ,)()()(* μtBtutB =  где  

)],,,(

),,,(),,([)(
543

43232

tttcolon

tttcolontttcolontB

−

−−=
  

).,,( 321 μμμμ colon=  
А) Пусть ,νμ D=  постоянная D  – 33× -

матрица. Система (18) примет вид 
.)()( νDtBxtAx +=�                 (19) 

Заметим,   что   ∫ =
λ

ξ

νλξν ,),()( DBdtDtB    где 
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)],(
6
1),(

5
1),(

4
1()),

(
5
1),(

4
1),(

3
1())(

4
1

),(
3
1),(

2
1([)(),(

6655445

5443344

3322

ξλξλξλξ

λξλξλξλ

ξλξλλξ
λ

ξ

−−−−−

−−−−−−

−−== ∫

colon

colon

colondttBB

  .ξλ >  
Найдем условия существования такой матри-

цы ,)( 3
1ijdD =  при которой квадратичная форма 

),),(( νλξ DvB  определенно-положительная.  
Пусть  

)],(
6
1),(

5
1),(

4
1[

)],(
5
1),(

4
1),(

3
1[

)],(
4
1),(

3
1),(

2
1[

665544
3

554433
2

443322
1

ξλξλξλ

ξλξλξλ

ξλξλξλ

−−−−−−=

−−−=

−−−=

b

b

b

 

),,,( 3121111 dddcolond = ,,( 22122 ddcolond = ),32d   
).,,( 3323133 dddcolond = Тогда 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

),(),(),(
),(),(),(

),(),(),(
),(

332313

322212

312111

dbdbdb
dbdbdb

dbdbdb
DB λξ . 

Числа ijd  определим таким образом, чтобы 
выполнялись равенства 

,
543

),(

)20(,0
6

544

32
),(),(

,0
5

434

32
),(),(

,
432

),(

32

55

22

44

12

33

22

31

66

21

55

11

44

33

44

23

33

13

22

1331

31

55

21

44

11

33

32

44

22

33

12

22

1221

31

44

21

33

11

22

11

ξλ

ξλξλξλ

ξλ

ξλξλξλ

ξλξλ

ξλ

ξλξλξλ

ξλξλ

ξλ

ξλξλξλ

−=

=
−

+
−

+
−

=

=
−

−

−
−

−
−

−
−

+

+
−

+
−

=+

=
−

+

+
−

+
−

+
−

+

+
−

+
−

=+

−=

=
−

+
−

+
−

=

ddddb

d

ddd

dddbdb

d

ddd

dddbdb

ddddb

 

.
654

),(

,0
6

33

66

23

55

13

44

33

32

66

ξλ

ξλξλξλ

ξλ

−=

=
−

−
−

−
−

−=

=
−

−

ddddb

d

 

Для удобства вычислений числа ijd  в систе-

ме (20) расположим в следующем порядке: ,11d  
,21d  ,31d  ,22d  ,32d  ,13d  ,23d  ,33d  .12d  Тогда 

матрица ),( λξV  в системе (20) запишется так: 

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

−
−

−
−

−
−

−−−−

−−−

=

0000
5

000

4
000

0
654

3543

0
432

),(

55

44

665544

33554433

443322

ξλ

ξλ

ξλξλξλ

ξλξλξλξλ

ξλξλξλ

λξV

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−
−

−
−

−
−

−
−

−−−−
−

−−

−−−

−−

0
654

0

45436

3
000

5

0
432

0

2
000

4

00000

665544

4455443366

3355

443322

2244

ξλξλξλ

ξλξλξλξλξλ

ξλξλ

ξλξλξλ

ξλξλ

 

Предположим, что числа ,ξ  λ  таковы, что 
.6),( =λξVrang  Тогда система (20) разрешима  

и ∫ −=
λ

ξ

νξλν ,||)(),)(( 2dtDvtB  ,10 =ε  то есть 

выполняется неравенство (10) для системы (19)  
и сегмента ].,[ λξ  

Пусть числа ,0α 0β  такие, что выполняются 
неравенства ,||)(|| 0α=DA  .||)(|| 0β=DB D  Следова-

тельно, ),(||)(|| 0 ξλα
λ

ξ

−≤∫ dttA  ≤∫ dtDtB
λ

ξ

||)(||  

).(0 ξλβ −≤  Предположим, кроме того, что числа 
,ξ  λ  удовлетворяют неравенству  

.
)21(

1

00 βα
ξλ

+
<−  

Тогда (согласно Замечанию) −= λα (0q   
1)1)( 0 <+− βξ  и существует число 0>γ  (следо-

вательно, и число 0>l ), удовлетворяющие нера-
венству (7), которое для системы (19) запишется  
в виде  
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.)(

|)(|max)(|)()(|
)(

000

γξλ

ξλαξλ

−<

<−+− Dxxx
lO     (21) 

Это значит (в предположении, что ,(ξVrang  
6) =λ ), что для системы (19) выполнены условия 

теоремы 1 на сегменте ].,[ λξ  Следовательно, сис-
тема (19) управляемая в точках ),(0 ξx  ),(0 λx  то 

есть существует единственный вектор )(* γν H∈  

такой, что соответствующее ему решение )(* tx  
системы (19), определенное на сегменте ],,[ λξ  

удовлетворяет условиям ),()( 0
* ξξ xx =  =)(* λx  

),(0 λx=  ).()(* lOtx ∈  Тогда и система (18) управ-

ляема в точках ),(* ξx  ).(* λx  Управление ),(* tu  

при котором система (18) имеет решение )(* tx , 

определяется равенством .),,()( *32* νDttttu =  
Б) Предположим, что ,0=ξ  .0d=λ  Полагая, 

,0DD =  получим, что ,)( 00
0

0

0

DBdtDtB
d

∫ =  где 

),
5

,
4

,
3

(),
4

,
3

,
2

([
5
0

4
0

3
0

4
0

3
0

2
0

0
ddd

colon
ddd

colonB −−=   

)
6

,
5

,
4

(
6
0

5
0

4
0 ddd

colon − , .
4320

det
12
0

0
d

B −=  

Найдем условия существования матрицы 
,)( 3

1
0

0 ijdD =  при которой квадратичная форма 

),,( 00 νvDB   определенно-положительная. 
Можно убедиться, что в рассматриваемом 

случае ранг матрицы ),0( λV  системы (20) равен 
.6=m  Следовательно, система (20) разрешима, 

,||),)(( 2
0

0

0

vddtvDvtB
d

∫ = .10 =ε  

Непосредственно вычислением устанавлива-
ем, что минор шестого порядка матрицы ),,0( λV  
отличный от нуля, расположен на первых шести 
столбцах матрицы ).,0( λV  Для простоты нахож-
дения элементов матрицы ,0D  удовлетворяющей 

системе (20), можно выбрать .033
0
23

0
12 === ddd  

Число 00 >d  выберем согласно неравенству 

}.1,
)21(

1min{
00

0 βα +
<d  Из условия  

,
)1(

1
)21(

1

0000 βαβα +
<

+
 

следует, что 1)1( 000 <+= βα dq  и существует 
число 0γ  (следовательно, и число 00 >l ), удовле-
творяющее неравенству (21), в котором ,0γγ =  

.0ll =  Выполнены условия теоремы 1 для систе-

мы (19). Это значит, что существует единственный 
вектор )( 00 γν H∈  и соответствующее ему реше-

ние )(0 tx  системы (19), определенное на сегменте 

],,0[ 0d  удовлетворяющее условиям ,)0( 0
0 xx =  

),()( 000
0 dxdx =  ),()( 0

0 lOtx ∈  система (19) уп-

равляемая в точках ,0x  ).( 0
0 dx  

В) Сегмент ]1,[ 0d  разделим на k  равных час-
тей точками <<<<= …2100 τττd  ,1=< kτ  при 
любом },,2,1{ ks …∈  ,1 dss =−+ ττ  0>d  – неко-
торое число. Тогда, полагая, что ,sτξ =  += sτλ  

,d+  получим ,),()(∫
+

=
d

sss

s

s

DdBdtDtB
τ

τ

τ  где  

матрица ),( dB sτ  совпадает с матрицей ),,( λξB  
3
1)( s

ijs dD = . Для определения элементов матрицы 

,sD  при которой квадратичная форма 
),),(( νντ ss DdB  определенно-положительная, 

исследуем системы (20). 
Непосредственным вычислением можно ус-

тановить, что число k  и, следовательно, число 
,0>d  удовлетворяющее неравенству 

}1,
)21(

1min{
00 βα +

<d  

можно выбрать так, что матрица ),( dV sτ  системы 
(20) будет иметь ,6),( =dVrang sτ  минор шестого 
порядка, отличный от нуля, будет расположен  
на первых шести столбцах матрицы ),( dV sτ . 
Следовательно, система (20) разрешима,  

,||),)(( 2vddtDtB
d

s

s

s

∫
+

=
τ

τ

νν  ,10 =ε  

1)1( 00 <+= βα dq  и существует число >sγ 0  
(следовательно, и число 0>sl ), удовлетворяющее 
неравенству (21), в котором ,sγγ =  .sll =   
Выполнены условия теоремы 1 для системы (19)  
и сегмента ],,[ dss +ττ  поэтому существует един-
ственный вектор )( ss H γν ∈  и соответствующее 

ему решение )(tx s  системы (20), определенное  
на сегменте ],[ dss +ττ  и удовлетворяющее усло-

виям ),()( 0 ss
s xx ττ =  ),()( 0 dxdx ss

s +=+ ττ  

),()( s
s lOtx ∈  то есть система (20) управляемая  

в точках ),()( 0 ss
s xx ττ =  ).()( 0 dxdx ss

s +=+ ττ   

Управление ),(* tu  при котором система (1) 

имеет решение ),(* tx  заданное на сегменте [0, 1], 

удовлетворяющее условиям ,)0( 0
* xx =  =)1(*x  

,1x=  определяется равенством  
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111
32

1

1
32

1011
32

1

000
32

0

*

kkkkk

sssss

tvDtttu

tvDtttu

tdvDtttu

dtvDtttu

tu

ττ

ττ

τ

 
 
 

решение )(* tx  системы (1), соответствующее 

управлению ),(* tu  на сегменте ],0[ 0d  определяет-

ся равенством ),()( 0* txtx =  на сегменте ],[ 10 τd  – 

равенством ),()( 1* txtx =  при любом ,2{∈s  
}1,,3 −k…  на сегменте ,[ sτ  ]1+sτ  – равенством 

),()( 1* txtx s+=  ).()( 1
s

s
s

s xx ττ +=  
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА  
ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
С МАТРИЦЕЙ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ, 

ЗАВИСЯЩЕЙ ОТ ПАРАМЕТРА  
 

Н.М. Турусикова 
Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 

BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR DIFFERENTIAL EGUATIONS  

WITH A MATRIX SYSTEM OF LINEAR APPROXIMATION DEPENDING 
FROM PARAMETER 

 
N.M. Turusikova 

 
 

 
Рассматривается двухточечная краевая задача для нели-

нейной системы дифференциальных уравнений с матрицей си-
стемы линейного приближения, зависящей от параметра. Ме-
тодом неподвижной точки установлены достаточные условия 
разрешимости задачи. 
 

Ключевые слова: управление, принцип неподвижной 
точки, замена переменной, краевая задача, оператор. 

The two-point boundary value problem for nonlinear differ-
ential equations with a matrix system of linear approximation de-
pends from the parameter is considered. Sufficient conditions for 
the solvability of the problem determination by fixed point method. 

Keywords: control, fixed-point principle, the change  
of variable, boundary value problem, operator 

 
 
Рассмотрим систему дифференциальных 

уравнений вида 
( ) ( ) ( )uxtfutBxtAx ,,, ++= μ ,              (1) 

в которой nEx∈ , mEu∈ , kE  – k-мерное вектор-
ное пространство [ ]Tt ,0∈ , ∞<< T0 , ( )tB – мат-
рица порядка mn× , ( )μ,tA  – nn× -матрица, μ  − 
вектор-параметр, ),,( uxtf  – n-мерная вектор-
функция. 

В статье используем обозначения: для любого 
0>T  { },max i

i
ss =  ( )

[ ]
( )tyy

Tt ,0
sup
∈

=⋅ , ( ) =tB  

( )stB
s 1
sup
≤

= , 
[ ]

)(sup(.)
,0

tBB
Tt∈

= , )(tB  – матрица, 

kEs∈ , ( )ty  – вектор-функция, определенная  
на [ ]T,0 , ( ) ( ) [ ]{ ,,,,0:,,0 mn EuExTtuxtD ∈∈∈=δ  

},, 00 δδ ≤≤ ux   ( ) { },: 00 δμμδ ≤∈= pEM  =W  

{ }Δ≤≤∈= + wEw qn η: , ( ) { }00 : δλλδ ≤∈= qEV , 

{ }1: =∈= + eEeS qn , ( ) { }δξξδξ <= :,U , ,(ξU  

{ }δξξδ ≤= :) , ( )utff ,,sup ξ=  на множестве 

[ ] { } 00:,0 UET n ×≤∈× δξξ , 
[ ] ( )

( )λϕϕ
δ

,sup
0,0

t
VT ×

= , 

0>δ , 00 >δ , Δ<<η0 , 1>Δ , δ , Δ,,0 ηδ  – не-
которые числа. 

В качестве допустимых управлений будем 
рассматривать кусочно-непрерывные на проме-
жутке [ ]T,0  m-мерные вектор-функции ( )tu , удов-
летворяющие условию ( ) 0δ≤⋅u . Множество всех 
допустимых управлений обозначим ( )0δU . 

Будем предполагать, что выполняются усло-
вия:  

1)  ( )μ,tA , ( )tB  – непрерывные, ограничен-
ные на множестве ( ) [ )+∞× ,00δM  матрицы;  

2) для любого 0>T  ( ) 0, →μtA  при 0→μ  
равномерно относительно [ ]Tt ,0∈ ; 

3)  вектор-функция ),,( uxtf  непрерывна  
на множестве ( )0δD ; 

4) ( )λϕ ,t  – некоторая произвольная непре-
рывная, ограниченная на множестве [ ] ( )0,0 δVT ×  
m-мерная вектор-функция; 

5)  ( ) ( ) ( )uxtfutfuxtf k ,,,,, *+= , где 2≥k , 
( )utfk ,  – вектор-форма порядка k  относительно 

( )0δUu∈ , для любого 0>T  ( ) 0,,* →
k

uuxtf  
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при 0→u  равномерно относительно [ ]Tt ,0∈  и 
( )0δ≤xx ; 

6) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= k

k ott λλϕλϕ ,, , где 2≥k , 

( )λϕ ,tk  – вектор-форма порядка k  относительно 

( )0δλ V∈ , для любого 0>T  0→⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ kko λλ  

при 0→λ  равномерно относительно [ ]Tt ,0∈ . 
В настоящей статье ставится задача: найти 

условия существования числа Т и управления 
( ) ( )0δUu ∈⋅ , определенного на сегменте [ ]T,0 , при 

которых система (1) имеет решение, удовлетво-
ряющее условиям  

( ) ( ) βα == Txx ,0 .                      (2) 
Поставленную задачу будем называть далее 

задачей (1), (2). 
Предположив, что ( ) Ttxy αβα −−−= , сис-

тему (1) сведем к системе 

( ) ( )

( ) .,

,,,

T
t

T
tA

ut
T

ytfutBytAy

αβαβαμ

αβαμ

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++++=
(3) 

Краевые условия (2) для новой переменной 
принимают вид ( ) ( ) 0,00 == Tyy . 

Под решением системы (3) будем понимать 
непрерывную, кусочно-дифференцируемую на 
сегменте [ ]T,0  вектор-функцию ( )ty , удовле-
творяющую всюду в точках дифференцируемости 
на этом сегменте системе (3). 

Выберем произвольное фиксированное число 
0>T . Разобьем отрезок [ ]T,0  на части отрезками 

[ ]ii tt ,1− . Пусть htt ii ≤− −1 , 0>h  – некоторое чис-
ло. Для удобства записи, положим, htt ii =− −1 . 

Пусть ( )1δiG  – множество определенных и 
непрерывных на отрезке [ ]ii tt ,1−  n-мерных вектор-
функций ( )tg , удовлетворяющих условиям 
( ) 01 =−itg , ( ) 0=itg , ( ) 1δ≤⋅g , 01 >δ . 

Выберем число 0δ , при котором выполняется 
неравенство 01 2 δβαδ ≤++ . 

Рассмотрим произвольный промежуток 
[ ]ii tt ,1− . Пусть векторы ( )0δYl∈ , ( )0δλ V∈ ,  
вектор-функция ( ) ( )1δiGg ∈⋅ , управление ( ) =tu  

( ) ( )λϕ ,tltBT += . 
Решение системы 
( ) ( ) ( )( )+−++++= uTtgtfutBgtAy ,/,, αβαμ  

( ) ( )( ) ( ) TTttA //, αβαβαμ −−−++ , 
определенное на сегменте [ ]ii tt ,1− , запишем в виде  

( ) ( ) ( ) ( +++= ∫∫
−−

t

t

t

t ii

gfduBtg
11

,~ αττττ  

( ) ( )

( ) .,

,,

11

1

∫∫

∫

−−

−

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++

++⎟
⎠
⎞−

+

t

t

t

t

t

t

ii

i

d
T

d
T

A

dgAdu
T

ταβτταβαμτ

ττμττταβ

 

Равенство ( ) 0~ =itg  представим системой уравне-
ний 

( ) ( ) (

( ) ( )(

,

,,

,,

1

11

T
d

T

gAdu
T

gfdBl

i

i

i

i

i

i
t

t

t

t

t

t
i

αβτταβ

ατμττταβ

αττλτϕτ

−
+⎟

⎠
⎞−

+

++−⎟
⎠
⎞−

+

++−=+Λ

∫

∫∫

−

−−

   (4) 

в которой матрица ( ) ( )∫
−

=Λ
i

i

t

t

T
i dBB

1

τττ . 

Пусть 0det ≠Λi . Тогда систему (4) сведем  
к системе 

( ) ( ) (

( ) ( )

( ) .,

,,

,,

1

1

11

1

⎟⎟
⎟

⎠

⎞−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++

++⎟
⎠
⎞−

+

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+++Λ−=

∫

∫

∫∫

−

−

−−

−

h
T

d
T

A

dgAdu
T

gfdBl

i

i

i

i

i

i

i

i

t

t

t

t

t

t

t

t
ii

αβτταβαμτ

ττμττταβ

αττλτϕτ

 

На множестве ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }01, δδ YGlgz i ×∈⋅=⋅  
определим оператор ( )iii FFcolonF 21 ,=  согласно 
равенствам 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ),,

,,

,

1

1

1

1

11

−−
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++

++=

∫

∫

∫∫

−

−

−−

i

t

t

t

t

t

t

t

t

T
ii

tt
T

d
T

gA

du
T

gf

dBldBBtgF

i

i

ii

αβτταβαμτ

τταβατ

τλτϕττττ

(5) 

( ) ( )

( ) .,

,,

,

1

1

1

1
2

⎟⎟
⎟

⎠

⎞−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+Λ−=

∫

∫

∫

−

−

−

−

h
T

d
T

gA

du
T

gf

dBlF

i

i

i

i

i

i

t

t

t

t

t

t
iiii

αβτταβαμτ

τταβατ

τλτϕτ

  (6) 

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1)–6) 
и существует число 0>d  такое, что для любого i  

di ≥Λdet . Тогда задача (1), (2) разрешима. 
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Доказательство. Из условия теоремы следу-
ет существование такого числа 0>R , что для лю-

бого i  Ri ≤Λ−1 .  

Так как ( ) 0/ δαβα ≤−++ Ttg  и для любого 
фиксированного 0>T  

( ) ( ) ,0,,lim
1

0
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++∫
−

→

i

i

t

t
dttut

T
tgtf γαβα

γ
 

( )λγ ,l= , и ( ) ( ) 0lim
1

0
=∫

−
→

i

i

t

t

T
l

dlBB τττ , то существует 

такое число ( ]0,0 δδ ∈ , что для любого ( )δγγ ≤  

выполняется ( ) ( ) <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++∫
−

i

i

t

t
dttut

T
tgtf

1

,, αβα  

( ) ( ) .
5

,
5

,
4

min 11

1

δδδ
<

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧< ∫

−

i

i

t

t

T dtltBtB
R

 Поскольку 

( ) ( ) 0,lim
1

0
=∫

−
→

i

i

t

t
dtttB λϕ

λ
, то можно подобрать такое 

число ( ]δδ ,0∈′ , что для любого ( )δλ ′∈V  

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧<∫

−
5

,
4

min, 1

1

δδλϕ
R

dtttB
i

i

t

t
, если λ ( )δ ′∈V . 

Так как 0/lim =−
∞→

Th
T

αβ , то найдется такое чис-

ло 00 >T , что 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧<

−
5

,
4

min 1

0

δδαβ
R

h
T

. Согласно 

условию 2)  

( ) ( ) 0,lim
1

00
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
++∫

−
→

τταβατμτ
μ

d
T

gA
i

i

t

t
. 

Следовательно, существует 0>′′δ  такое, что для 
любого ( )δμ ′′∈M  выполняется неравенство 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+∫

−
5

,
4

min, 1

0
1

δδτταβαμτ
R

d
T

A
i

i

t

t
. 

Тогда для любого ( )δYl∈  при любых фикси-
рованных ( )δλ ′∈V , ( )δμ ′′∈M , любой фиксиро-
ванной ( ) ( )1δiGg ∈⋅  имеем δ<lF i2 , то есть 

( )δYlF i ∈2 . Следовательно, на множестве ( )δY  
оператор iF2 , определенный равенством (6), имеет 
неподвижную точку.  

Пусть *
il  – неподвижная точка оператора iF2  

на множестве ( )δY  при ( )δλλ ′∈= Vi
* . Тогда 

справедливо соотношение ( ) 0~ =itg . 
В равенство (5) вместо l и λ  подставим 

**, iil λ , получим ( ) =ii tgF1 ( ) 0~ =itg . Для любой 

вектор-функции ( ) ( )1δiGg ∈⋅  при любых фиксиро-

ванных ( ) ( )δλδ ′∈∈ VYl ii
** , , ( )δμ ′′∈M  и 0TT =  

выполняется  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (

) ( ) .

,,,

,(,

,

,,,

,

1

**

**

**

**
1

1

1

111

11

1

11

δτ
αβ

τταβατμ

ττλτϕτταβατ

ττλτϕττττ

ταβτταβατμτ

τλτϕτταβατ

τλτϕττττ

<
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++

+⎟
⎠
⎞+

−
++

++≤

≤
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+++

++=

∫

∫

∫∫∫

∫∫

∫

∫∫

−

−

−−−

−−

−

−−

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

ii

i

ii

t
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t

t
ii

T

t

t

t

t
i

t

t
i

T

t

t

t

t

t

t
ii

T

t

t
i

t

t
i

T
ii

d
T

d
T

g

AdlB
T

g

fdBdlBB

d
T

d
T

gA

dlB
T

gf

dBdlBBtgF

 

В результате для любого ( ) ( )1δiGg ∈⋅  
( ) ( )11 δii GgF ∈⋅ , то есть оператор iF1  отображает 

множество ( )1δiG  в себя. 
Из равенства (5) следует, что оператор iF1  

вполне непрерывен на множестве ( )1δiG . По тео-
реме Шаудера [1] существует неподвижная точка 
оператора iF1 , которую обозначим ( )tgi

* . Тогда 
вполне непрерывный оператор iF  на замкнутом, 
ограниченном и выпуклом множестве ( ) ( )δδ YGi ×1  

имеет неподвижную точку ( )( )** , ii ltg . 
Таким образом, существует число 0T , а сле-

довательно, число s  такое, что для любого 
1,1 −= si  выполняется включение [ ] [ )01 ,0, Ttt ii ⊂− , 

а [ ] [ ]011 ,, Tttt sss −− = . Искомое кусочно-непрерыв-

ное управление ( )tu* , заданное на отрезке [ ]0,0 T , 

определяется равенствами ( ) ( ) ( )*** , ii
T

i tltBtu λϕ+=  

при [ )ii ttt ,1−∈ , 1,1 −= si , и ( ) ( ) += **
s

T
s ltBtu  

( )*, st λϕ+  при [ ]01,Ttt s−∈ .  

Соответствующее управлению ( )tu*  решение 
системы (1) находится согласно равенству 

( ) ( ) ( ) 0
** /Tttgtx ii αβα −++=  при [ ] sittt ii ,1,,1 =∈ − , 

и удовлетворяет условиям (2). Задача (1), (2) раз-
решима. Теорема доказана. 

Непосредственно путем вычисления устанав-
ливаем, что  

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++∫
−

k
t

t
odttut

T
tgtf

i

i

γαβα
1

,,*  

равномерно  относительно ( ) ( )1δiGg ∈⋅   при любом  
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фиксированном 0>T , ( )λγ ,l= . 

Положим, ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=∫

−

k
k

t

t
odB

i

i

λλϕτλτϕτ
1

, , 

где ( )λϕk  − вектор-форма порядка k относительно 
( )0δλ V∈ , ( ) ( )TpTh =−− /αβ ,  

( ) ( ) ( )Тсd
T

gA
i

i

t

t
,,

1

μτταβατμτ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++∫
−

. 

Согласно условию 4) получим 

( ) ( ) ( )

( ) ,,

,,
1

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++∫
−

k
k

t

t

olf

du
T

gf
i

i

γλ

ττταβαττ
 

где ( )λ,lfk  − вектор-форма порядка k относитель-
но ( ) ( ) ( )00, δδλ VYl ×∈ . 

Система (4) будет иметь вид 

( ) ( )
( ) ( ) ,0,
,

=++

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+++Λ

TpTc
olfl k

kki
μ

γλϕλ           (7) 

где ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ kkk ooo λγγ . 

Пусть nrrrang iii <≤=Λ 0, . С помощью  
элементарных преобразований систему (7) приве-
дем к виду 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++

=++

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+++Λ

,0,

,

,0,

,

22

2
22

11

1
11

TcTp

olf

TcTp

olfl

k
kk

k
kki

μ

γλϕλ

μ

γλϕλ

     (8) 

в которой iΛ  − nri × -матрица, ii rrang =Λ , 

( )λ,1 lfk , ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ k

k o γλϕ 1
1 ,  − ir -мерные вектор-

функции, ( )λ,2 lfk , ( )λϕ 2
k , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ko γ2  − ( irn − )-

мерные вектор-функции, ( ) ( )( )TpTpcolon 21 , , 
( ) ( )( )TcTccolon ,,, 21 μμ  − векторы, полученные пу-

тем преобразований из векторов ( )Tp  и ( )Tc ,μ  
соответственно. 

Заменой переменных eργ = , 0>ρ , 1E∈ρ , 

We∈ , ( )λeee l ,= , λρλρ eel l == ,  систему (8) 
сведем к системе 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=++

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++

=++⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+

+++Λ

,0,

,0,

22

2
22

111

11

TcTp
eoeef

TcTpeo
eefe

k
kk

k
kkli

μ
ρρϕρ

μρ
ρϕρρ

λ

λ

 

и, следовательно, к системе 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+

++++

=++

++++Λ −−

.0,1

1,

,0,11
,

2

22
22

11

1
1111

Tc

TpeOeef

TcTp

eOeefe

k

kkk

k
k

k
k

li

μ
ρ

ρ
ρϕ

μ
ρρ

ρϕρρ

λ

λ

 

Положим,  
( ) ( ) ( )(

( ) ( ))
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .,1,,1,,

,1,1,

,,

,,,,
,

21

21

22
21

1111

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

+Λ=

+

++= −−

TcTccolonTs

TpTpcolonTm

eefecolone

eOeO
eefcoloneO

k

k

kkli

k
k

k
k

μ
ρ

μ
ρ

ρμ

ρρ
ρ

ϕψ

ρρ

ϕρρρ

λ

λ

. 

Тогда будем иметь систему 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,, =+++ TsTmeOe ρμρρψ .        (9) 

Теорема 2. Если при любом Se∈  выполня-
ется ( ) 0≠eψ , то найдутся 0T  и окрестность точки 

0=γ , в которой при любом фиксированном 

0TT ≥  и любой вектор-функции ( ) ( )1δiGg ∈⋅  нет 
решений системы (7), а задача (1), (2) неразрешима 
на множестве ( ) ( ) ( ){ [ ),,,, 0 ∞∈+==′ TttltBtuU T λϕ  

( ) }0,,, >== ρργλγ l . 
Доказательство. По теореме Вейерштрасса 

для функции ( )ee ψ→ , определенной и непрерыв-
ной на замкнутом ограниченном множестве  
S , найдется такое число 0>σ , что для любого 

Se∈  будет выполняться ( ) σψ ≥e . Поскольку 
( ) 0,lim

0
=

→
eO ρ

ρ
 равномерно относительно Se∈ ,  

то существует 0>ρ  такое, что для любого Se∈  
справедливо неравенство ( ) 4/, σρ <eO . Величина 

kρ/1  ограничена. Так как ( ) 0,lim =
+∞→

ρTm
T

, то 

существует такое число 00 >T , что ( ) /4,0 σρ <Tm . 

Найдется такое 0>δ , что для любого ( )δμ M∈  
( ) 4/,, 0 σρμ <Ts . 

Итак, для любого Se∈ , для любой вектор-
функции ( ) ( )1δiGg ∈⋅  и любого ( )δμ M∈  при 

0TT =  и ρρ =  имеем ( ) ( ) ( )+++ ρρψ ,, TmeOe  
( ) 4/,, σρμ >+ Ts , то есть система (8) не имеет 

решений на множестве S. Следовательно, для лю-
бых фиксированных ( ) ( )1δiGg ∈⋅ , ( )δμ M∈  при 

0TT = , ρρ = , на множестве { }ργγ =:  система 
(8) не имеет решений, а значит задача (1), (2) не-
разрешима на этом множестве. Теорема доказана. 
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Теорема 3. Если существует вектор Se∈  та-
кой, что ( ) 0≠eψ , то найдутся 0T  и в любой окре-
стности точки 0=γ  множество, в котором при 
любом фиксированном 0TT ≥  и любой вектор-
функции ( ) ( )1δiGg ∈⋅  система (9) не имеет реше-
ний, а задача (1), (2) на множестве U ′  неразреши-
ма. 

Доказательство. Пусть существует вектор 
Se∈  такой, что ( ) 0≠eψ . Ввиду непрерывности 

вектор-функции ( )eψ  на множестве S найдется 
число 0>δ , что для любого ( )δ,eUe∈  выполня-
ется ( ) 0≠eψ . Тогда для любого вектора 

( ) SeUe ∩∈ δ,  имеем ( ) 0≠eψ . Остальные рассуж-
дения аналогичны доказательству теоремы 2. 

Для разрешимости системы (4) и, следова-
тельно, задачи (1), (2) в окрестности точки 0=γ  

предположим, что существует вектор Se ∈*  та-

кой, что 1* =e , ( )*** , λeee l= , 0* ≠le . 

Вектор-функцию ( )eψ  представим равенст-

вом ( ) ( )( ) ( )∑
=

−+−=
k

j

i
ji eeePeeeDeψ

2

**** , , где 

( )*eDi  – значение матрицы Якоби вектор-функции 

( )eψ  в точке *e , ( )**, eeePi
j −  – вектор-форма  

j -го порядка относительно разности *ee − . 
Положим, *eez −= . Тогда система (8) пре-

образуется в систему 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .0,,,

,,
2

**

=++

+++∑
=

TsTm

eOzePzeD
k

j

i
ji

ρμρ

ρ             (9) 

Пусть ( ) nerangDi =* . Допустим, минор по-
рядка n образован первыми n столбцами матрицы 

( )*eDi . Представим матрицу ( )*eDi  в следующем 

виде: ( ) ( )10
* , KKeDi = , где 0K  – nn× -матрица, 

для которой 0det 0 ≠K , а 1K  – qn× -матрица. 
Систему (9) запишем следующим образом 

( ) ( )

( ) ( ) ,0,,,

,,
2

*
1100

=++

++++ ∑
=

TsTm

eOzePzKzK
k

j

i
j

ρμρ

ρ  

где ( )10, zzz = . 

Определим оператор ( )iii FFF 21 ,=  так, что 

iF1  действует согласно равенству (5), а оператор 

iF2  имеет вид  

( )
( ) ( ) ( )).,,,,

,
2

*
11

1
002

TsTmeO

zePzKKzF
k

j

i
ji

ρμρρ +++

+⎜
⎜

⎝

⎛
+−= ∑

=

−
 

Теорема 4. Пусть выполнены условия 1)−6)  
и ( ) nerangDi =* . Тогда задача (1), (2) разрешима. 

Доказательство. Заметим, что ( )=∑
=

k

j

i
j zeP

2

*,  

( ) ( )10201 , zzQzQ += . Так как справедливо равен-

ство ( ) 0lim 001
1

0
00

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛− −

→

ii

z
zzQK

i
, то существует та-

кое число ( ]02 ,0 δδ ∈ , что для любого n
i Ez ∈0 , 

20 δ≤iz , справедливо ( ) 61001
1

0 <− ii zzQK . Сле-

довательно, ( ) 6201
1

0 δ<− izQK . 

Пусть { }2002 :)Z( δδ ≤∈= i
n

i zEz . Из того, что 

( )( ) 0,lim 102
1

0
01

=− −

→

ii

z
zzQK

i
 равномерно относитель-

но ( )20 Z δ∈iz  и ( ) 0lim 11
1

0
01

=− −

→

i

z
zKK

i
, следует су-

ществование такого числа 0>′δ , при котором для 

любого ( )20 Z δ∈iz  и любого ∈iz1   qE∈ , δ ′≤iz1 , 

выполняются неравенства  
( ) 6, 2102

1
0 δ<− ii zzQK , 6211

1
0 δ<− izKK . 

Поскольку ( )( ) 0,lim 1
0

0
=− −

→
eOK ρ

ρ
 равномерно 

относительно We∈ , то существует такое 0* >ρ , 

что для любых We∈  и *ρρ ≤   

( ) 6, 2
1

0 δρ <− eOK . 

Если 0→ρ  и 0→iz , то 0→l  и 0→λ ,  
поэтому для любого 1δ  можно выбрать такие чис-

ла 02 >δ , 0* >ρ  и 0>′δ , что для любого ∈0
iz  

( )2δZ∈ , любого δ ′≤ii zz 11,  выполняются оценки 

( )
5
12 δ

<⋅ ilBh , ( )
5
1δϕ <⋅Bh , 

5
1δ<fh . 

Зафиксируем *0 ρρ ≤< . Так как 

( )( ) 0,lim 1
0 =− −

+∞→
ρTmK

T
 и 0/ →− Thαβ  при 

+∞→T , то найдется число 00 >T , при котором 

( )
6

, 2
0

1
0

δρ <− TmK  и 
5

/ 1
0

δαβ <− Th . 

Из равенств ( )( ) 0,,lim 0
1

0
0

=− −

→
TsK ρμ

μ
 и 

( ) ( ) 0,lim
1

00
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
++∫

−
→

τταβατμτ
μ

d
T

gA
i

i

t

t
 следует 

существование такого числа 0>δ , что для любо-
го ( )δμ M∈  выполняются неравенства  
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( )

( ) ( ) .
5

,

,6,,

1

0

20
1

0

1

δτταβατμτ

δρμ

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
++

<

∫
−

−

d
T

gA

TsK
i

i

t

t

 

Тогда для любого ( )20 Z δ∈iz  и любых фикси-

рованных ,, 11 δ ′≤ii zz ( ),δμ M∈ ( ) ( )1δiGg ∈⋅  при 

0TT =  и ρρ =  справедливо неравенство 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,,,,,

,

2
1

0
1

0
1

0

102
1

001
1

011
1

002

δρμρρ <+++

+++≤
−−−

−−−

TsKTmKeOK

zzQKzQKzKKzF iiiii
i

то есть ( )202 Z δ∈i
i zF . Это значит, что оператор 

iF2  при любых фиксированных δ ′≤ii zz 11, , 

( )δμ M∈ , ( ) ( )1δiGg ∈⋅ , 0TT =  и ρρ =  отобража-
ет множество ( )2Z δ  в себя. 

Для любых фиксированных ( )20 δZzi ∈ , iz1 , 

δ ′≤iz1 , ( )δμ M∈  при 0TT = , ρρ = , для любой 

вектор-функции ( ) ( )1δiGg ∈⋅  выполняется нера-
венство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .,

,

,,

,

1
0

0
2

1

1

1

1

1

11

δτταβατμτ

αβϕ

αβ
τταβατμτ

τταβατ

τλτϕττττ

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+++

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++⋅+⋅≤

≤−
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++

++≤⋅

∫

∫

∫

∫∫

−

−

−

−−

−

d
T

gA

TfBlBh

tt
T

d
T

gA

du
T

gf

dBldBBgF

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

t

t

i

i

t

t

t

t

t

t

t

t

T
ii

Следовательно, оператор iF1  отображает множе-
ство ( )1δiG  в себя. 

Для любых фиксированных δ ′≤ii zz 11, , 

( )δμ M∈  при 0TT =  и ρρ =  для любого 

( ) ( )( ) ( ) ( )210, δδ ZGztgtw i
i

i ×∈=  значение оператора 

( ) ( )( ) ( ) ( )21021 , δδ ZGzFtgFtwF i
i

iiii ×∈= , то есть 
оператор iF  множество ( ) ( )21 δδ ZGi ×  отображает 
в себя. 

Оператор iF  вполне непрерывный, множест-
во ( ) ( )21 δδ ZGi ×  является замкнутым, ограничен-
ным и выпуклым. По теореме Шаудера на этом 
множестве существует неподвижная точка опера-
тора iF , которую обозначим ( )( )*

0
* , iztg . 

Решением системы (9) является вектор 
( )*

1
*

0
* , ii
i zzz = . Система (8) имеет решение 

**
iii eze += . Так как 0* ≠i

le , то числа 2δ  и δ ′  

можно выбрать так, чтобы ** i
li ez < . Следова-

тельно, вектор 0≠ie . Согласно введенным ранее 

обозначениям получим, что ii eργ =* , ( )ii
li eee λ,= . 

Таким образом, существует число 0T , а сле-
довательно, и число s  такое, что для любого 

1,1 −= si  выполняется включение [ ] [ )01 ,0, Ttt ii ⊂− , 

а [ ] [ ]011 ,, Tttt sss −− = . Управление ( )tu* , заданное на 
отрезке [ ]0,0 T , определяется равенствами 

( ) ( ) ( )*** , ii
T

i tltBtu λϕ+=  при [ )ii ttt ,1−∈ , 1,1 −= si , 

и ( ) ( ) ( )*** , ss
T

s tltBtu λϕ+=  при [ ]01,Ttt s−∈ , где 
**, iil λ  находятся следующим образом: i

li el ρ=* , 
i

i eλρλ =* , 0* ≠il , si ,1= .  

Соответствующее управлению ( )tu*  решение 

системы (1) есть вектор-функция ( ) ( ) += tgtx ii
**    

( ) ,/ 0Tt αβ −+  где [ ] sittt ii ,1,,1 =∈ − , удовлетво-
ряющая условиям (2). Теорема доказана. 

Предположим, что ( ) ,*
ii perangD =  <≤ ip0  

.n<  Тогда в матрице ( )*eDi  существует ненулевой 

минор порядка ip . С помощью элементарных пре-
образований систему (9) можно свести к системе 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=+++

∑

∑

=

=

,0,,,

,0,,,

22
1

*2

11
1

*1

ρρ

ρρ

TmeOzeR

TmeOzeRzD

k

j
j

k

j
ji

 

в которой D – npi × -матрица, ipDrang = , 

( )∑
=

k

j
j zeR

1

*1 , , ( )eO ,1 ρ  − ip -мерные вектор-функ-

ции, ( )∑
=

k

j
j zeR

1

*2 , , ( )eO ,2 ρ  − ( )ipn − -мерные век-

тор-функции, ( ) ( )( )ρρ ,,, 21 TmTmcolon  – вектор, 
полученный из вектора ( )ρ,Tm  путем элементар-
ных преобразований. 

Пусть ( )zeRi ,*
σ  − не тождественно равная ну-

лю вектор-форма наименьшего порядка σ  отно-
сительно z . Тогда имеет место представление 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=∑

=

σ
σ zozeRzeR i

k

j

i
j ,, *

2

*2 . Получим систему 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+

=+++ ∑
=

.0,,,

,0,,,

22
*

11
2

*1

ρρ

ρρ

σ
σ TmeOzozeR

TmeOzeRzD

i

k

j

i
j

 (10) 

Пусть 0, 11 >= ρνρz  11 E∈ρ , W∈ν . Систе-
ма (10) примет вид 
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Предположив, что  
( ) ( ) ( )( )
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*
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=
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 будем иметь систему 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,,, 111 =+++ ρρρρρφ TbvQvOv .  (11) 
Полученная система (11) разрешается анало-

гично системе (9). Следовательно, справедливо  
следующее утверждение. 

Теорема 5. Если для любого S∈ν  выполня-
ется неравенство ( ) 0≠vφ , то существуют 0T   
и в окрестности точки 0=γ  множество, в котором 
при любом фиксированном 0TT ≥  и любой век-
тор-функции ( ) ( )1δiGg ∈⋅  нет решений системы 
(11), а задача (1), (2) неразрешима на множестве 

( ) ( ) ( ) [ ) ( ){ ,,,,,, 0 λγλϕ lTttltBtuU T =∞∈+==′′  =γ  
( ) }0,0,,, *

1
***

1
** >>∈+= ρρρρ Sveve . 

Доказательство в основном аналогично дока-
зательству теоремы 2. Отличие состоит в том, что 
фиксируем число 1ρ  после получения необходи-
мой оценки. 

Установлено, что для любой вектор-функции 
( ) ( )1δiGg ∈⋅  при любом 0TТ ≥  на множестве 

( ) ( ){ }Svevel ∈+== ,,:, **
1

** ρργλγ , где *
1

*, ρρ  − 
фиксированные числа, система (11) не имеет ре-
шений. Следовательно, множество U ′′  не содер-
жит решений задачи (1), (2). 

Теорема 6. Если существует вектор S∈ν   
такой, что выполняется неравенство ( ) 0≠vφ , то 
существуют 0T  и в окрестности точки 0=γ  мно-
жество, в котором при любом фиксированном 

0TT ≥  и любой вектор-функции ( ) ( )1δiGg ∈⋅  нет 
решений системы (11), а задача (1), (2) неразре-
шима на множестве U ′′ . 

Доказательство аналогично доказательству 
теоремы 3. 

Пусть существует вектор S∈*ν , =*ν  

( )**
l vv λ,= , такой, что ( ) 0* =vφ , 0≠*

lv . 
Вектор-функцию ( )vφ  представим равен-

ством ( ) ( )( ) ( )∑
=

−+−Φ=
k

j

i
ji vvvPvvvv

2

**** ,φ , где 

( )*viΦ  – значение матрицы Якоби вектор-формы 

( )vφ  в точке *ν , ( )**, vvvPi
j −  – вектор-форма  

порядка j относительно разности *vv − . Тогда  
система (11) сведется к системе 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,0,,,,

,,

11

1
2

**

=++

+++Φ ∑
=

ρρρρ

ρωω

TbvQ

vOvPv
k

j

i
ji         (12) 

где *vv −=ω . 
Пусть ( ) nvrang i =Φ * . Предположим, что ми-

нор порядка n образован первыми n столбцами 
матрицы ( )*viΦ . Тогда система (12) будет иметь 
вид 

( ) ( )

( ) ( ) ,0,,,,

,,

11

1
2

*
2211

=++

++++ ∑
=

ρρρρ

ρωωω

TbvQ

vOvPNN
k

j

i
j  

где 0det 1 ≠N . 

Пусть ( )iii FFF 21 ,= , где оператор iF1  опре-
делен равенством (5), оператор iF2  − равенством 

( ) ( )

( ) ( )).,,,,

,,

11

1
2

*
22

1
112

ρρρρ

ρωωω

TbvQ

vOvPNNF
k

j

i
ji

++

⎜
⎜

⎝

⎛
+++−= ∑

=

−
 

Теорема 7. Пусть выполнены условия 1)−6)  
и ( ) nvrang i =Φ * . Тогда задача (1), (2) разрешима. 

Доказательство аналогично доказательству 
теоремы 4. 

Если ( ) nvrang i <Φ * , то процесс продолжает-
ся далее. В результате либо будет получена систе-
ма, для которой справедливы теоремы, аналогич-
ные теоремам 5, 6 или 7, и в этом случае процеду-
ра будет закончена, либо процесс преобразования 
продолжится неограниченно и задача (1), (2) пред-
ложенным способом неразрешима в классе кусоч-
но-непрерывных управлений. 

Предположим, что 0=Λirang . Тогда система 

(4) примет вид ( ) ( ) ( ) 0, =+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++ Tpolf k

kk γλϕλ . 

Применяя к этой системе изложенный выше 
процесс, получим условия разрешимости или не-
разрешимости поставленной задачи (1), (2). 

Пример. Рассмотрим математическую мо-
дель управления объектом, описываемую следую-
щей системой дифференциальных уравнений: 
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          (13) 

Определим, найдутся ли такие момент време-
ни T и управляющие воздействия на объект, что 
для системы (13) разрешима двухточечная краевая 
задача с условиями ( ) α=0х , ( ) β=Тх , где 

4, E∈βα  − известные постоянные векторы. 

В модели (13) ( )
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Управление будем искать в виде  
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Вектор-функцию ),,( uxtf , непрерывную  
на ( ) ( ) [ ){ ,,,,,0:,, 0440 δδ ≤∈∈+∞∈= xEuExtuxtD  

}0δ≤u , 00 >δ  – некоторое число, представим 

равенством ( ) ),,(,),,( *
2 uxtfutfuxtf += , в котором 

( )utf ,2 ( )0;0;2,0;0 2
2ucolon −=  есть вектор-форма 

второго порядка относительно ( )0δUu∈ , 

( ) ( )0;0;0;41,0,, 31
3
1

* xõucolonuxtf = , при этом 

( ) 0,,
2* →uuxtf  при 0→u  равномерно относи-

тельно ( )0δ≤xx .  
Для вектор-функции ( )λϕ ,t  выполнены усло-

вия 4), 6). 
Зафиксируем некоторое число 1>T ,  

разобьем сегмент [ ]T,0  на части отрезками так, 
что 11 =− −ii tt . 

Непосредственно путем вычисления устанав-
ливаем, что при любом i  определитель матрицы  

( )

( ) ( )⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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2
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2
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1

12
1025,00

0900
25,0010

0001

iiiiii

ii
i

tttttt

tt
  

удовлетворяет неравенству 18,0det ≥Λi . 
Таким образом, для модели (13) выполнены 

условия теоремы 1. Следовательно, найдутся такие 
момент времени 0Т  и управление ( ) 0Utu ∈ , при 
которых система (13) имеет решение, удовлетво-
ряющее краевым условиям ( ) α=0х , ( ) β=Тх . 
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ON STABILITY CONDITIONS IN THE SENSE OF ZHUKOVSKY 
A.A. Shestakov, O.V. Druzhinina  

 
 

Изучается вопрос об устойчивости по Жуковскому для 
непрерывной динамической системы. Получены новые условия 
устойчивости по Жуковскому с использованием понятия около-
периодической устойчивости. Охарактеризована взаимосвязь 
понятия устойчивости по Жуковскому  
с некоторыми другими понятиями устойчивости.  

 

The problem of stability in the sense of Zhukovsky for 
continious  dynamical system is considered in the paper. New 
conditions of stability in the sense of  Zhukovsky are obtained by 
the aid of notion of  near-periodical stability.  The interconnection 
of notion of stability in the sense of Zhukovsky with another 
stability notions is characterized.  

 
Ключевые слова: динамическая система, нелинейное 

дифференциальное уравнение, устойчивость по Жуковскому, 
устойчивость по Ляпунову, около-периодическая устойчивость, 
пролонгационная устойчивость, устойчивость по Пуассону. 

 
 

Keywords: dynamical system, nonlinear differential equation, 
stability in the sense of Zhukovsky, stability in the sense of 
Lyapunov, near-periodical stability, prolongational stability, 
stability in the sense of Poisson . 

 

1. Введение  

Статья посвящена нахождению условий ус-
тойчивости по Жуковскому для динамических 
систем, определенных на локально компактном 
метрическом пространстве. Непрерывную дина-
мическую систему будем обозначать символом 
( ),M ϕ , где M  – локально компактное метриче-

ское пространство с метрикой ρ  и ( ),x tϕ  –  

непрерывное отображение пространства M R +×   
в пространство M . К системе вида ( ),M ϕ  при-
надлежат, в частности, динамические системы, 
определяемые конечномерными дифференциаль-
ными уравнениями в пространстве nR . 

Исследование устойчивости в смысле Жуков-
ского в настоящей работе проведено с помощью 
методов качественной теории дифференциальных 
уравнений и методов топологической динамики 
[1–4]. 

Проблема устойчивости в смысле Жуковско-
го в настоящее время интенсивно изучается  
как отечественными, так и зарубежными авторами 
[5–8]. В работе [9] рассмотрена взаимосвязь неко-
торых типов устойчивости. Устойчивость в смыс-
ле Жуковского интегральных множеств изучена  
в работе [10], а предельные свойства устойчивых 
по Жуковскому траекторий – в работе [11]. В [12] 
и [13] дано развитие первого и второго методов 
Ляпунова для изучения устойчивости по Жуков-
скому. В [14] рассмотрены некоторые приложения 
в задачах небесной механики. 

2. Обозначения и определения  

Пусть ( ),М ρ  – метрическое пространство  
с заданной метрикой ρ . Обозначим через  

( ) ( ){ }, ,B x y M x yρ = ∈ : ρ < ρ ,  

( ) ( ){ }, ,B x y M x yρ = ∈ : ρ ≤ ρ  
соответственно открытый и замкнутый шар с цен-
тром в точке x  и радиусом ρ > 0 . 

Непрерывным потоком ( ),M ϕ  на M  назы-
вается непрерывное отображение M R Mϕ : × → , 
обладающее свойствами  

( , 0)x xϕ = , ( )( ) ( ), , ,x t x tϕ ϕ τ = ϕ + τ  
, ,x M t R∀ ∈ ∀ τ ∈ . 

Непрерывный поток ( ),M ϕ  на M называет-
ся также непрерывной динамической системой на 
M .  Непрерывные потоки в ряде случаев задаются  
многомерным дифференциальным уравнением 
вида  

( )1( ), ,x f x f C M M= ∈ →�  
обладающим решением M R Mϕ : × → . 

Предположим, что M  – локально компактное 
метрическое пространство с метрикой ρ . 

Для сокращения будем писать x t⋅  вместо 
( , )x tϕ . Если A M⊂  и I R⊂ , то 

{ }A I x t t I⋅ = ⋅ :∈Α, ∈ . 
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Траекторией и положительной полутраекто-
рией точки x  называются множества { }x R x R⋅ = ⋅  

и { }x R x R+ +⋅ = ⋅  соответственно. 

Предельное множество ( )L x+ , предельное 

множество продолжения ( )J x+  и множество 

продолжения ( )D x+  точки x  определяются соот-
ветственно выражениями  

( ) { }{ }: ,n n nL x y M x t y t R t+ += ∈ ⋅ → ∃ ∈ → +∞ ; 

( ) { } { }{
}

: , ,

, , ;

n n

n n n n

J x y M x M t R

x t x t y

+ += ∈ ∃ ⊂ ∃ ∈

→ +∞ → +∞ ⋅ →
 

( ) {
}

: , ,

, .

n n

n n n

D x y M x M t R

x x x t y

+ += ∈ ∃ ⊂ ∃ ∈

→ ⋅ →
 

Множество N M⊂  называется положитель-
но (отрицательно) инвариантным, если N R N+⋅ =  

( )N R N−⋅ =  и инвариантным, если N R N⋅ = . 

Компактное множество Q M⊂  положитель-
но (отрицательно) пролонгационно устойчиво, 
если каждая окрестность 1U  множества Q  содер-
жит положительную (отрицательную) окрестность 

2U  этого множества. 
Определим пролонгацию множества Q  фор-

мулами  
( ) ( ) ( ) ( ), .

x Q x Q
D Q D x D Q D x+ + − −

∈ ∈
= =∪ ∪  

С использованием теорем топологической 
динамики [2, 3] нетрудно показать, что компактное 
множество Q  в локально компактном метриче-
ском пространстве положительно (отрицательно) 
пролонгационно устойчиво тогда и только тогда, 
когда  
 ( ) ( )( ).D Q Q D Q Q+ −= =  (1) 

Множество точек ,x M∈  удовлетворяющих 
условию  
 ( ) ( ) ( ) ( )( )D x L x D x L x+ + − −= = ,  (2) 

называется положительно (отрицательно) около-
периодическим ансамблем, а множество точек 
x M∈ , удовлетворяющих условиям  
 ( ) ( ) ( ) ( )иD x L x D x L x+ + − −= = , – (3) 
около-периодическим ансамблем.  

Ансамбли (2) и (3) соответственно обозначим  
 11 1, , .+ −Ω Ω Ω  (4) 

Точки, принадлежащие соответственно ан-
самблям (4), назовем положительно около-перио-
дическими, отрицательно около-периодическими и 
около-периодическими. 

Множество точек x M∈ , удовлетворяющих 
условию: для каждого ε > 0  существует 

( )τ = τ ε > 0  такое, что  

 [ ]( ), ,x R B x t t t R⋅ ⊂ ⋅ − τ + τ ε ∀ ∈ ,  (5) 
называется рекуррентным ансамблем и обознача-
ется через 2Ω . 

Точки, принадлежащие ансамблю (5), назо-
вем рекуррентными. 

Множество точек x M∈ , удовлетворяющих 
условию  
 ( ) ( )( )x L x x L x+ −∈ ∈ ,  (6) 

называется положительно (отрицательно) пуассо-
новским, а множество точек, удовлетворяющих 
условиям  
 ( ) ( )иx L x x L x+ −∈ ∈ , – (7) 
пуассоновским ансамблем.  

Ансамбли (6) и (7) соответственно обозначим  
 33 3, , .+ −Ω Ω Ω  (8) 

Точку, принадлежащую соответственно ан-
самблям (8), назовем положительно пуассонов-
ской, отрицательно пуассоновской и пуассонов-
ской. 

Множество точек ,x M∈  удовлетворяющих 
условию  
 ( )x J x+∈ ,  (9) 
называется неблуждающим ансамблем и обознача-
ется через 4Ω . Точки, принадлежащие ансамблю 
(9), называются неблуждающими. 

Из самих понятий ансамблей следуют свой-
ства  
 2 3 4Ω ⇒Ω ⇒Ω ,  (10) 
означающие, что рекуррентная точка является пу-
ассоновской, а пуассоновская точка – неблуждаю-
щей. 

В терминах понятий и свойств в (1) – (10) 
возможно лаконичным образом изложить ряд 
основных фактов топологической динамики. Ва-
жен вопрос о взаимосвязи множеств 1 2, ,Ω Ω  

3 4,Ω Ω  в случае устойчивости по Жуковскому. 
Отметим, что указанный вопрос решен в случае 
устойчивости по Ляпунову в работах [1–3]. 

Точка x M∈  называется:  
а)  положительно (отрицательно) устойчивой 

по Жуковскому, если для каждого ε > 0  существу-
ет ( )δ = δ ε > 0  такое, что для любой точки 

( ),y B x∈ δ  существует временная параметризация 

yγ  такая, что  

( ) ( ), ( )yx t y t t R t R+ −ρ ⋅ ⋅ γ < ε ∀ ∈ ∀ ∈ ,  

где  yγ   –  гомеоморфизм  из  R +   на  R +   (из R −   
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на R − ) такой, что (0) 0yγ = ;  
б)  положительно (отрицательно) асимптоти-

чески устойчивой по Жуковскому, если она поло-
жительно (отрицательно) устойчива по Жуковско-
му и, кроме того,  

( ) ( ), ( ) 0yx t y t t tρ ⋅ ⋅ γ → → +∞ → −∞ ;  

в)  устойчивой по Жуковскому, если она по-
ложительно и отрицательно устойчива по Жуков-
скому. 

Комментарии  
1.  Из определения устойчивости по Жуков-

скому следует, что для двух различных точек 
1y   и   2y , принадлежащих ( ),B x δ , величина 

1 2
( ) ( ) , ,y yt t t R +γ − γ ∈  может быть неограни-

ченной даже в случае малости расстояния 

( )1 2,y yρ . В общем случае величина yγ  не явля-

ется непрерывной по y .  
2.  Если точка x  устойчива по Жуковскому, 

то она является таковой и для точки x t t R⋅ ∀ ∈  
и, следовательно, траектория x R⋅  может быть 
названа устойчивой по Жуковскому.  

3.  Если ( )( ) ,y t t y B xγ ≡ ∀ ∈ δ , то устойчи-
вость по Жуковскому совпадает с устойчивостью 
по Ляпунову. 

4.  Определение устойчивости по Жуковско-
му, близкое к вышеприведенному, предложено 
известным ученым в области механики и теории 
дифференциальных уравнений Г.А. Леоновым [5] 
и достаточно сильно отличается от первоначаль-
ного понятия прочности движения, предложенного 
самим Н.Е. Жуковским в 1882 году. Следуя уста-
новившейся традиции, сохраним термин «устой-
чивость по Жуковскому». Вопросы устойчивости 
по Жуковскому рассмотрены в монографиях [5, 8] 
и в статьях [9–14]. 

3. Условия устойчивости  

Справедливы следующие теоремы.  
Теорема 1. Точка x M∈ и ее полутраектория 

( )C x+  является периодической тогда и только 
тогда, когда  
 ( ) ( ).L x C x+ +=  (11) 

Доказательство. Пусть (11) выполнено. Тог-
да ( )x L x+∈ . Следовательно, для каждого 1 0t <  

имеем ( )1x t C x+⋅ ∈  и, стало быть, существует 

2 0t ≥  такое, что 2 1x t x t⋅ = ⋅ . Из определения 

динамической системы следует, что ( )x t⋅ =  

( )2 1x t t t t R= ⋅ + − ∀ ∈ , что и доказывает перио-

дичность траектории с периодом 2 1t t− . Обратное 
очевидно. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть в точке x M∈ динамиче-
ская система ( ),M ϕ  положительно устойчива по 
Жуковскому. Тогда  
 ( ) ( ).J x L x+ +=  (12) 

Доказательство. Пусть точка x M∈ поло-
жительно устойчива по Жуковскому. Покажем, 
что ( ) ( )L x J x+ +⊃ . Пусть ( )0x J x+∈ . Тогда 

существуют последовательность { }nt  из R +
  

и последовательность { }nx  из M  такие, что 

nx x→ , nt →+∞  и 0n nx t x⋅ → . 

Для заданного ε > 0  существует ( )δ = δ ε  та-

кое, что для каждого ( ),y B x∈ δ  имеется гомео-

морфизм ( ),y tγ  из R +  на R +  такой, что 

( ), 0 0yγ = , ( )( , ) ,x y t y t t R +ρ ⋅ γ ⋅ < ε ∀ ∈ . Выбе-
рем 0n > 0  так, чтобы выполнялись оценки 

( ), ( )nx xρ < δ ε  и ( )0 0,n nx t x n nρ ⋅ < ε ∀ ≥ . Кро-

ме того, при 0n n≥  справедливо неравенство  

( )( , ) ,n nx x t x t t R +ρ ⋅ γ ⋅ < ε ∀ ∈ ,  
где гомеоморфизм ( , )nx tγ  определен аналогично 
гомеоморфизму ( , )y tγ . Следовательно, при 

0n n≥  имеем  

( ) ( )
( )

0

0

( , ) , ( , ) ,

, 2 ,

n n n n n

n n

x x t x x x t x t

x t x

ρ ⋅ γ ≤ ρ ⋅ γ ⋅ +

+ ρ ⋅ < ε
 

 
 
Из предыдущих неравенств следует, что 

( )0x L x+∈  и ( ) ( )L x J x+ +⊃ . Так как 

( ) ( )L x J x+ +⊃  верно по определению самих 

множеств ( )L x+  и ( )J x+ , то ( ) ( )L x J x+ += . 
Теорема (2) доказана. 

Теорема 3. Пусть точка x M∈  является пе-
риодической и положительно около-периодиче-
ской. Тогда траектория ( )C x  динамической систе-

мы ( ),M ϕ  положительно пролонгационно устой-
чива. 

Доказательство. Пусть выполнены условия 
теоремы. Тогда ( ) ( ) ( )D x L x C x+ += = . Если точ-
ка y  принадлежит периодической траектории 

( )C x , то  

 ( ) ( ) ( ) ( ),C y C x J y J x+ + + += = . (13) 

( ) , .n n nx t tγ ⋅ → +∞ → +∞
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Из (13) следует, что  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).

D y C y J y

C x J x D x

+ + +

+ + +

= ∪ =

= ∪ =
 (14) 

Согласно (14) имеем ( )D x R x R+ ⋅ = ⋅  и тра-

ектория ( )C x  положительно пролонгационно 
устойчива. Теорема 3 доказана. 

Теорема 4. Пусть компактное минимальное 
множество динамической системы ( ),M ϕ  имеет 
устойчивую по Жуковскому точку. Тогда каждая 
точка минимального множества устойчива по 
Жуковскому. 

Доказательство. Обозначим через P  ком-
пактное минимальное множество динамической 
системы ( ),M ϕ , а через 0x P∈  устойчивую по 

Жуковскому точку. Предположим, что 0y P∈ . 
Согласно определению устойчивости по Жуков-
скому для заданного числа ε > 0  существует число 

( )δ = δ ε  такое, что для ( ),y B x∈ δ  имеется  
временная параметризация, удовлетворяющая 
неравенству  

( )( ) ( )0
1, , , , 0 0
2

x t y t t R y+ρ ⋅ γ < ε ∀ ∈ γ = ,  

где ( ),y tγ  – гомеоморфизм R +  на R + . Компакт-
ное минимальное множество P  покроем совокуп-
ностью открытых множеств ( ){ }0 , ,B x t t Rδ ⋅ ∈ . 

Тогда существует число 0 Rγ ∈  такое, что 

( )0 0 0,y B x∈ δ ⋅ γ . Выберем ( )0 0,ε ∈ ε  таким об-

разом, что ( ) ( )0 0 0 0, ,B y B xε ⊂ δ ⋅ γ . Для каждого 

( )0 0,x B y∈ ε  точки ( )0x ⋅ − γ  и ( )0 0y ⋅ − γ  лежат 

в шаре ( )0 ,B x δ . Следовательно, существуют 

такие гомеоморфизмы ( )1 ,x tγ  и ( )2 ,x tγ , пере-

водящие R +  на R + , что ( ) ( )1 2, 0 , 0 0x xγ = γ =   
и при этом  

( )( )( )1 0 0
1, ,
2

x x t x t t R +ρ ⋅ γ − γ ⋅ < ε ∀ ∈ ,  

( )( )( )0 2 0 0 0
1, ,
2

y y t x t t R +ρ ⋅ γ − γ ⋅ < ε ∀ ∈ . 

Из предыдущих неравенств следует оценка  

( )( ) ( )( )( )0 0 0 0, , ,x x t y y t t R +ρ ⋅ γ − γ ⋅ γ − γ < ε ∀ ∈   

и, следовательно, произвольная точка 
0y P∈  ус-

тойчива по Жуковскому. Теорема 4 доказана. 
Если динамическая система ( ),M ϕ  около-

периодически устойчива для всех точек x M∈ , то 
назовем ее около-периодически устойчивой на M .  

Справедливы следующие теоремы.  
Теорема 5. Пусть ( ),M ϕ  – периодическая 

система, не имеющая состояний равновесия. Тогда 
система устойчива по Жуковскому.  

Доказательство. Так как система не имеет 
состояний равновесия, то для каждой точки x M∈  

обозначим минимальный период через 0x
∗τ > . Из 

свойства непрерывности ϕ  следует, что сущест-
вует число 0δ > , при котором если ( ),y B x∈ δ , то 

( ), , 0, 1xy t x t t ∗⎡ ⎤ρ ⋅ ⋅ < ε ∈ τ +⎣ ⎦ . Обозначим через 

y
∗τ  период точки x . Тогда 1y x

∗ ∗τ − τ <  для 

( ),y B x∈ δ .  

Определим гомеоморфизм :y R R+ +γ → . Для 

каждого положительного целого числа k  и для 

каждого ( 1) ,x xt k k∗ ∗⎡ ⎤∈ − τ τ⎣ ⎦ ,  положим,  

    ( ) ( 1) ( 1) , y
y y x x

x
t k t k k

∗
∗ ∗ ∗

∗

τ⎡ ⎤⎡ ⎤γ = − τ + − − τ τ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ τ
. (15) 

С учетом (15) согласно определению устой-
чивости по Жуковскому получим, что точка x  
положительно устойчива по Жуковскому. Доказа-
тельство отрицательной устойчивости по Жуков-
скому точки x  аналогично. Теорема 5 доказана. 

Из теоремы 5 вытекает следующее утвержде-
ние. 

Теорема 6. Если периодическая система 
( ),M ϕ  не имеет состояний равновесия, то систе-
ма около-периодически устойчива. 

Доказательство. Если x  – неблуждающая 
точка, то ( )x R J x+ +⋅ ⊂  в силу инвариантности 

множества ( )J x+  и, следовательно, ( )D x+ =  

( ) ( )x R J x L x+ + += ⋅ =∪ . Обратно: при x∈  

( ) ( )D x L x+ +∈ =  около-периодическая точка явля-
ется пуассоновой и неблуждающей. Теорема 6 
доказана. 

Предложенные в настоящей работе условия 
устойчивости могут найти применение при изуче-
нии устойчивости и хаотического поведения тех-
нических систем, в задачах обеспечения безопас-
ного функционирования транспортных систем, 
при решении ряда задач математической теории 
управления. 

 
Работа выполнена в рамках проекта РФФИ № 13-08-

00710-а. 
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STABILIZATION OF DYNAMIC SECOND-ORDER SYSTEM  
WITH PIECEWISE CONSTANT CONTROLLER 

 
E. V. Shchennikova, E. A. Lizina 

 
 

Исследуется непрерывно-дискретная линейная система 
второго порядка с периодическими матрицами коэффициентов, 
для которой найдено кусочно-постоянное управляющее воз-
действие, стабилизирующее положение равновесия указанной 
системы. 
 

Ключевые слова: непрерывно-дискретная система, пе-
риодические коэффициенты, кусочно–постоянное управление. 

We investigate continuous-discrete second-order system with 
periodic matrix of coefficients, for wich existence of a piecewise 
constant controller, stabilizing the equilibrium of this system is 
proved. 
 
 

Keywords: continuous–discrete system, periodic coefficients, 
piecewise constant controller. 

 
 

В последнее время все больше внимания уде-
ляется моделям непрерывно-дискретных систем, 
содержащих взаимодействующие дискретные  
и непрерывные компоненты ([1–4] и др.). Системы 
этого вида широко встречаются в прикладных 
проблемах управления механическими, электро-
энергетическими системами, в управлении лета-
тельными аппаратами, технологическими процес-
сами, трафиком в компьютерных сетях и во мно-
гих других областях. В последние годы гибрид-
ным системам стали уделять большое внимание  
и специалисты по теории управления (например, 
[5–6] и библиография в них). В известных работах 
по гибридным системам основное внимание уде-
ляется проблемам качественного анализа. 

В данной работе рассматривается линейное 
дифференциальное уравнение второго порядка  
с периодическими коэффициентами вида 
  ( ) ( ) ( ),phutqztpz =+    (1) 
где ( ) ( )tqtp ,  – непрерывные ω -периодические 
функции, ( )phuu =  – кусочно-постоянное уп-
равление. Измерения вектора состояния системы 
(1) производятся в моменты времени pht = , 

,...,2,1,0=p  где h – шаг квантования, то есть ве-
личина интервала между измерениями. На основе 
этих измерений формируется управление v. Здесь 
возникает задача нахождения кусочно-постоян-
ного управления, стабилизирующего систему (1). 

Уравнение (1) перепишем в виде 
   ( ) ( ) ( ),phutBxtAx +=  ,...,2,1,0=p

 
  (2) 

где ( )tA , ( )tB  – непрерывные ω -периодические 

матрицы, ( ) ,0)(
10
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−= tptA  ( ) ,)(

0
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= tqtB  

,
2
1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= x

xx  ,::1 zx =  ,::2 zx =  ( )phu  – управление. 

Разобьем отрезок [ ]ω,0  на m равных частей 

точками { } mkkt ,0=  так, чтобы ,00 =t  ,ω=mt  а 

точки разбиения kt  ( )1,1 −= mk  совпадали с мо-
ментами квантования системы (1). На каждом 
промежутке 1+≤≤ kk ttt  заменим матрицы ( )tA  и 
( )tB  постоянными матрицами, построенными по 

следующему правилу [7, с. 194]: 

 ( )∫
+

=
1

,1 k

k

t

t
k dttA

h
A  ( )∫

+

=
1

,1 k

k

t

t
k dttB

h
B  (3) 

.1,0 −= mk  Тогда на отрезке [ ]ω,0  их заменят 

кусочно-постоянные матрицы ( )tA∗  и ( ),tB∗  оп-
ределяемые соответственно условиями 

( ) { },...,, 11 −
∗ = mAAtA  

где 
[ )

( )
[ )

( )tAAtA
kkkk ttt

k
ttt 11 ,,

maxmin
++ ∈∈

≤≤
 

при ∈t  

[ ),, 1+∈ kk tt  .1,0 −= mk  

( ) { },....,, 11 −
∗ = mBBtB  

где     
[ )

( )
[ )

( )tBBtB
kkkk ttt

k
ttt 11 ,,

maxmin
++ ∈∈

≤≤
     

при     ∈t   
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[ ),, 1+∈ kk tt  .1,0 −= mk  Запишем соответствую-
щую систему 
   ( ) ( ) ( ) [ ] ,,0,,0, mptphutBxtAx =ω∈+= ∗∗∗∗   (4) 

где ( )tx∗  − непрерывная матрица, удовлетворяю-

щая в точках непрерывности матриц ( )tA∗  и ( )tB∗  
системе (2). Отметим, что данная система на каж-
дом промежутке [ )1, +∈ kk ttt  является непрерыв-
но-дискретной с постоянными коэффициентами 
вида 
   ( ) [ ),,, 1+∈+= kkkkhkh tttphuBxAx

 
  (5) 

где ,0
10
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=

kk pA  ( ) ,)(
0
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= tqtB  =kp  

( )∫
+

=
1

,1 k

k

t

t
dttp

h
 

( ) ( ).,1 1

phuudttq
h

q kk

t

t
k

k

k

== ∫
+

 

Замечание. В случае, когда ( ) ,01 1

∫
+

==
k

k

t

t
k dttq

h
q

 
способ разбиения можно выбрать так, чтобы ука-
занный интеграл не был равен нулю. Например, 

( )tqq
kk ttt

k
1

max
+<≤

= , или ( ),min
1

tqq
kk ttt

k
+<≤

=
 
или =kq  

( ) ( ) ,
2

minmax tqtq +
= .1,...,1,0,1 −=<≤ + mkttt kk  

Также можно воспользоваться приемом, описан-
ным в работе [8]. Пусть функции ( )tp  и ( )tq  тако-
вы, что на отрезке [ ]ω,0  имеются точки, в которых 
они обращаются в нуль. Обозначим через 

lααα ...,,, 10  точки, в которых хотя бы одна из 
этих функций обращается в нуль. В этом случае 
отрезок [ ]ω,0  разбивается так, чтобы точки 

( )lii ,0=α   совпали с концами отрезков разбие-
ния. Тогда функция ( )tq

 

будет иметь  
на каждом промежутке [ )1, +kk tt  постоянный знак, 

и, следовательно, ( ) .01 1

∫
+

≠=
k

k

t

t
k dttq

h
q   

В качестве управляющего воздействия для 
системы (5) выберем управление вида 
 ( ) ( ) [ ),;, 1+∈= kkh

T
kk tttphxCphu   (6) 

где T
kC  – вектор-строка размерности ( ).21×   

В результате получим систему с постоянной  
матрицей коэффициентов и кусочно-постоянным 
управлением 
 ( ) [ )1,, +∈+= kkh

T
kkkh tttphxCBxAx

 
(7) 

и рассмотрим соответствующую систему с непре-
рывным управлением 

xCuuBxAx T
kkkkhkh =+= ,             (81) 

или 
 ( ) ,h

T
kkkh xCBAx +=

 
   (82) 

где матрицы kA  и kB  построены по правилам (3). 

Отметим, что ранг матрицы { }kkkk BABK ,=  

( )mk ,1=  в системе (82) равен 2 [8], то есть условие 
управляемости Калмана [9–10] выполнено и коэф-
фициенты усиления kC , обеспечивающие 

( ) ,0Re <+λ T
kkkj CBA  существуют. В работе  

[10, с. 100] доказано, что для любого непрерывно-
го управления h

T
kk xCu = , которое обеспечи- 

вает в системе (82) выполнения условия 
( ) ,0Re <+λ T

kkkj CBA  существует число 00 >h  

такое, что для всех 0hh ≤  кусочно-постоянное 
управление (6) будет обеспечивать монотонное 
убывание нормы фазового состояния системы (7) 
на каждом промежутке [ )1; +∈ kk ttt . 

Найдем kC  для системы (82) аналогично то-
му, как это сделано в работе [11]. Обозначим через 

T
kkkk CBAM += . Здесь 

( ) ( ) ,
10

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

kk
q

kkk
k cqcqpM  .1,...,1,0 −= mk  

Характеристическое уравнение системы (82) имеет 
вид ( ) ( ) .0122 =−+λ−λ kkkkk cqpcq  На каждом 
промежутке 1+<≤ kk ttt  управление выбирается 
так, чтобы характеристическое уравнение имело 

)2,1(0Re =<λ ij . Для этого необходимо и дос-
таточно, чтобы выполнялось условие Рауса –

Гурвица [7]: 

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−

<

.0

,0

1

2

kkk

kk

cqp

cq

 В системе (81) за-

меним переменные 1x  и 2x  по правилу 

hkh YKX = , где ,
2

1

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

y

y
Yh  ,

0

0

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

k

k
k

q

q
K  

.0,det ≠kK  В результате получим систему диф-
ференциальных уравнений  

kkkhkkkh uBKYKAKY 11 −− +=  
или 

 .11 kkk uqypy =+   (9) 

Пусть ( ) ( ) .2221 yyu kk
k γγ +=  Тогда получим 

уравнение ( ) ( )( ) 012111 =γ−+γ− ypyy k
k

k , характе-
ристическое уравнение которого имеет вид 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ,021
2

=γ−+λγ−λ k
k

kkk p
 

и, используя формулы Виета, получим ( )k
1γ  и ( )k

2γ :  
( ) ( ) ( ),211

kkk λλγ +=  
( ) ( ) ( ).212

kk
k

k p λλ−=γ  
Следовательно, с учетом соотношения (9) получим 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,221121 ypyu kk
k

kk
k λλ−+λ+λ=      (10) 
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где 21 yy = . Учитывая, что hkh YKX = , вернемся 
к исходным переменным, то есть  

  ., 1
2

2
1

kk q
x

y
q
x

y ==  (11) 

Заменив в равенстве (10) iy  через ( )2,1=ixi   
в соответствии с (11) получим 

( ) ( ) ( ) ( )
2

21
1

21 x
q

x
q

p
u

k

kk

k

kk
k

k
λλλλ +

+
−

=
 

и найдем 

  ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

., 212211

k

kk

k
k

kk
k

k q
c

q
p

c
λ+λ

=
λλ−

=   (12) 

Кроме того, отметим, что система (82) будет иметь 
)2,1(0Re =< ijλ  при выполнении следующих 

условий: 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=<γ
<γ

.1...,,1,0,
,0

2

1
mkpk

k

k

 

Следова-

тельно, коэффициенты ( )1
kc  и ( )2

kc
 
находятся через 

элементы матриц kM  и через ее собственные чис-
ла. Далее будем считать, что коэффициенты уси-
ления kC  ( )1,...,0 −= mk  найдены 

Таким образом, стабилизирующее управление 
применительно к системе (4) имеет вид 

  ( ) ( ) [ ],,0, ω∈= ∗∗ tphxtCu
T

 
   (13) 

где ( ) { },...,, 11 −
∗ = mCCtC  

( )

( )
,

0

0

2

1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

k

k
k

c

c
C  

,1,0 −= mk  и на каждом промежутке 1+<≤ kk ttt  
определяется по формулам (12). 

Подставим управление (13) в систему (4).  
В результате получим 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]ω∈+= ∗∗∗∗∗∗ ,0, tphxtCtBxtAx
T

 
или 

( ) ( ) ( )( ) [ ],,0, ω∈−+= ∗∗∗∗∗∗ txphxtNxtMx (14) 

где ( ) ( ) ( ) ( )tCtBtAtM
T∗∗∗∗ +=  и ( ) =∗ tM  

{ },,..., 11 −= mMM  ( ) ( ) ( ),tCtBtN
T∗∗∗ =  ( ) =∗ tN  

{ }11 ,..., −= mNN . Фундаментальную систему ре-
шений (14) можно оценить следующим образом 
[12]: 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ,......

1...1
...

1
1010

1111

01

−
−−

−−

∗

⋅Ψ⋅⋅Ψ⋅⋅⋅+Φ+

+
Ψ+⋅Ψ+⋅

⋅⋅
≤

−

m
mm

mm

MhMhMh

hht

tt
eeeX

kk

νν

νν
ω

 (15)
 

где 01 ... MhMhMh eee kk ⋅⋅−  – матрица монодромии 
соответствующей системы с непрерывным управ-
лением 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ,∗∗∗∗∗∗∗ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += xtMxtCtBtAx

T
  (16)  

где ( ) ( ),...,, 20 tt m−ΨΨ ( )tΦ  – некоторые вещест-

венные функции, mkk ,0, =ν  – вещественные 
числа. 

Итак, вывод относительно устойчивости или 
неустойчивости системы (14) можно сделать, оце-
нив мультипликаторы фундаментальной матрицы 
решений системы (16). Очевидно, что решение 
системы (16), а значит и системы (14) является 
асимптоптически устойчивым. Для обоснования 
того, что кусочно-постоянное управление (13) ре-
шает и задачу стабилизации для уравнения (2), 
запишем его в виде 
   ( ) ( ) ( )( ) [ ].,0, ω∈−+= txphxtNxtMx

 
  (17) 

где ( ) ( ) ( ) ( )tMtCtBtA =+ , ( ) ( ) ( )tNtCtB = , ( )tC  – 
некоторый непрерывный периодический вектор 
коэффициентов усиления.  

Имеет место следующая теорема. 
Теорема. Пусть: 
а) для системы с кусочно-постоянными мат-

рицами коэффициентов (4) построено управление 

( ) ( )phxtCu
T ∗∗=  с коэффициентами, вычисляе-

мыми по формулам (13);  
б) для системы (2) постороено некоторое  

непрерывное управление ( )xtCu T= .  
Тогда для любого 0>ε  существует такое 

разбиение отрезка [ ]ω,0  на части, что если имеет 

место неравенство ( ) ( ) ,
3L

tCtC ε
<− ∗

 
то верна 

следующая оценка 
( ) ( ) ,2 Retxtx ω∗ εω<−

               (18)
 

где ( )tx  – решение системы (2), ( )tx∗  – решение 
системы (4), L – верхняя граница нормы матрицы 
( )tB , R – верхняя граница нормы матрицы ( )tM . 

Доказательство. В доказательстве будем 
рассматривать системы (2) и (4) соответственно  
в виде (16) и (14). Пусть число 0>ε  такое,  
что ε<h  и при этом будет выполняться неравен-
ство [11] 
 .SC ≤∗

 
(19) 

Оценим нормы матриц ( )tC  и ( )tM . Так как мат-
рицы ( )tA  и ( )tB  непрерывны и ω -периодиче-
ские, то они ограничены, то есть существуют чис-
ла 0>K  и 0>L  такие, что ( ) KtA ≤ , ( ) LtB ≤ . 

Тогда ( ) ( ) .111 11

KhK
h

dttA
h

dttA
h

A
k

k

k

k

t

t

t

t
k =≤≤= ∫∫

++

 

Аналогично из того, что ( ) LtB < , ( ) StC ≤∗ , 

следует LBk ≤ , SCk ≤ . Таким образом, 

RLSKCBAM kkkk =+≤+=  
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для всех  промежутков в [ )1, +kk tt , а значит 

( ) RtM ≤∗ . 

Учитывая неравенства (18) и (19), оценим 

норму ( )tC . Очевидно, что ( ) ( ) ≤− ∗ tCtC
 

( ) ( )tCtC ∗−≤ , поэтому 

( ) ( ) ( ) ( ) .
3

P
L

StCtCtCtC =
ε

+<−+≤ ∗∗   

Далее оценим норму ( ) ( )txtx ∗− . Фундаменталь-

ные матрицы решений систем (14) и (17) при 
ω≤≤ t0  можно записать соответсвенно в виде 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,11
,...,2,,0

1

111
0

dttNiXhc

dttXtMEtX

t

ihhi

t

∫∑

∫

∗

ω=

∗∗∗

+

++=

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .11
,...,2,,0

11
0

1

111
0

dttNiXdttXtN

dttXtMEtX

t

ihhi

t

t

∫∑∫

∫

=
+−

−+=

ω

 

Следовательно, 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∑

∫

−+

+−−=

=−

∗

ω=

∗∗

∗

t

i

t

hhi

t

dttNiXdttNiXhc

dttXtNtMtXtM

tXtX

].[ 11
0

11
,...,2,

1

1
0

11111
 

Переходя к норме при ω≤≤ t0 , получим 

( ) ( ) =−∗ tXtX
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +⋅+−= ∫ ∗∗
1

0
11111 dttXtNtMtXtM

t

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) +−⋅−+ ∗∫ 111

0
11 dttXtXtNtM

t

 (20) 

( ) ( ) ( ) .1 1.
0

11
,...,2,

1 dttNtNiXhc
t

hhi
∫∑ −⋅−+ ∗

ω=  
Из неравенства (15) при [ ]ω∈ ,0t   и 0→h находим 

( )
( ) .

...
...

01

RRhhh

MhMhMh

ee

eeetX kk

ω=≤

≤⋅⋅≤
+++

∗ −
 

Так как ( )tA  и ( )tB  непрерывны на отрезке [ ]ω,0 , 
то для любого 0>ε  существует 0>δ  ( ( )εδ=δ ) 

такое, что ( ) ( )
3
ε

≤′′−′ tAtA , ( ) ( )
P

tBtB
3
ε

≤′′−′ , 

при [ ]ω∈′′′ ,0, tt  и δ<′′−′ tt . Разобьем отрезок 

[ ]ω,0  так, чтобы δ<h  )1,...,1,0( −= mk . Тогда  

для всех [ ]ω∈ ,0t  будем иметь ( ) ( ) ,3/ε<−∗ tAtA  

( ) ( ) ),3/( ÐtBtB ε<−∗

 
а, следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−+=+− ∗∗∗∗ tAtCtBtAtNtMtM
T

 
( ) ( ) ( ) ( ) ≤+− tCtBtCtB TT

 

( ) ( ) ( ) ( ) ,
3

LStCtBtAtA
T

+≤+−≤ ∗∗∗ ε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,KtAtCtBtCtBtAtNtM ≤≤−+=−
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤−=− ∗∗∗ tCtBtCtBtNtN
T

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤−⋅+−⋅≤ ∗∗∗ tBtBtCtCtCtB
 

.
3
2

33
ε≤

ε
+

ε
≤

P
P

L
L

 
Таким образом, из формулы (20) получаем 

( ) ( ) ≤−∗ tXtX
 

( ) ( ) ( )∫∫ +−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
ε

≤ ∗
tt

dttXtXKdttXLs
0

1111
0

13  

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .1

1
3

33
21

1
0

111

11
0

1

1.
0,...,2,

1

dttXtXKeKhcLS

Kehc
P

dttXtXK

eLSdtiXhc

t
R

R
t

R
t

hhi

∫

∫

∫∑

−+ωε−++ε=

=−εω
ε

+−+

+ϖε⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
ε

≤ε⋅−+

∗ω

ω∗

ω

ω=

 

Применив лемму Гронуолла – Беллмана [7], полу-
чим 

( ) ( ) ( ) ,11
RR reKhcLStXtX ωω ωεωεε Ω=−++≤−∗

 и, следовательно,  

( )
.

1

)()(

1

*

R

R

e

eKhcLS

XX

ω

ω

ωε

ωεε

ωω

Ω=

=−++≤

≤−

           (21)   

Так как моменты квантования h  и соответст-
венно число ( ) 0>ε=ε h  можно выбрать достаточ-
но малыми, то из неравенства (21) будем иметь 

( ) ( ) ,0lim
0

=ω−ω∗

→
XX

h
 

причем стремление к нулю 

является монотонным. Теорема доказана. 
Рассмотрим характеристические уравнения 
( )( ) 0det =ρ−ω EX  и ( )( ) 0det =ρ−ω∗ EX  систем 

(17) и (14), где ( )hjj
∗ρρ ,  − соответсвенно корни 

этих уравнений, nj ,1= . Так как корни ( )hj
∗ρ  

являются непрерывными функциями величины h , 
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то в силу соотношения (21) имеем ( ) ,lim
0

jj
h

h ρ=ρ∗
→

 nj ,1= . 
Таким образом, выбрав моменты квантования 

h достаточно малыми, можно определить мульти-
пликаторы jρ  с любой степенью точности, 

nmmj ≤= ;,1 . 
Пример. Пусть дано уравнение 

    ( ) ( ) ( ),phutqytpy =+    (22) 
где ( )tp  и ( )tq  – ω -периодические функции.  
Разобьем отрезок [ ]ω,0  на две части точкой t=c. 
На каждом из промежутков заменим непрерывные 
функции ( )tp , ( )tq  кусочно-постоянными kp , kq  
( 2,1=k ) по правилам (3) следующим образом: 

( )
⎩
⎨
⎧

ω<≤β
<≤α=

,при
,0при

2
2

tc
cttp  ( )

⎩
⎨
⎧

ω<≤β
<≤α=

.при
,0при

2
1

2
1

tc
cttp  

Таким образом, от системы с периодическими ко-
эффициентами (22) осуществлен переход к систе-
ме с кусочно-постоянными коэффициентами 
   ( ) ( ) ( ),phutBXtAX ∗∗∗∗ +=

 
  (23) 

где  

( )
⎩
⎨
⎧

ω<≤
<≤=∗

,при
,0при

2
1

tcA
ctAtA  ( )

⎩
⎨
⎧

ω<≤
<≤=∗

.при
,0при

2
1

tcB
ctBtB  

На отрезке ct <≤0  перепишем систему (23) 

в виде ( )phuBxAx 11111 += , где ,
0
10

21 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α−
=A  

.0
2
1

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
α

=B  Одновременно рассмотрим систему  

с непрерывным управлением 
   ( ),11111 xuBxAx +=

 
  (24) 

в которой управление имеет вид 
   ( ) .111 xCxu T=

 
  (25) 

Подставив управление (25) в уравнение (24), полу-
чим ( ) .1111111 xMxCBAx T =+=  Заметим, что ана-
логичным образом определяется и матрица 2M  
при [ ]ω∈ ,ct . 

Найдем коэффициенты усиления 1C , исполь-
зуя алгоритм, описанный в работе [13]. Пусть 

( )

( )
.ˆ

2
1

1
1

1
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

c

c
C  Тогда матрица 1M  и ее характери-

стическое уравнение соответственно имеют вид  

( ) ( )
,

10

2
1

2
1

1
1

2
1

2
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

αα+α−
=

cc
M  

и ( ) ( ) .01
1

2
1

22
11

2 =α−α+λα−λ cc  
На коэффициенты уравнения наложим усло-

вия Рауса – Гурвица: ( ) ,02
11 <α c  

( ) .01
1

2
1

2 <α−α c  

Применяя замену (9), получим систему =− yy 2α  
,2

1 uα=  в которую подставим управление вида 
.21 yyu γ+γ=  Получим уравнение +− yy 1γ  ( ) ,02

2 =−+ γα  характеристическое уравнение ко-

торого имеет вид ( ) .02
2

1
2 =γ−α+λγ−λ  Учиты-

вая все условия, наложенные на коэффициенты 
данного уравнения, положим, что 51 −=γ , 12 =γ , 

52 =α . Используя формулы (12), получим 
( )

2
1

1
1

1
α

=c , ( )
2
1

2
1

15
α

−=c . Отметим, что данные ко-

эффициенты удовлетворяют условию Рауса –
Гурвица. Матрица 1M  в этом случае примет вид 

,
54

10
1 ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=M  а ее характеристические числа – 

41 −=α , 12 −=α . 
Аналогично на промежутке ω≤≤ tc  уравне-

ние (22) примет вид ( ) ,2,1,2
1

2 ==− kphuyy ββ  
или ( ),222222 phxCBxAx T+=  где ,

0
10

21 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

β−
=A  

.0
2
1

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
β

=B  Повторяя предыдущие рассуждения, 

найдем коэффициенты усиления для уравнения 

(22) на данном отрезке: ( )
2
1

1
2

1
β

=c , ( ) .15
2

1

2
2 β

−=c  

Здесь ,65
10

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−=M  а 51 −=δ , 12 −=δ  – харак-

теристические числа данной матрицы. 
Как было показано выше, фундаментальная 

матрица непрерывно-дискретной системы (23) 
может быть оценена следующим образом: 

( ) ( ) ,21 McMc eetX −ω∗ ⋅≤
 

где ( ) 21 McMc ee −ω⋅  – матрица монодромии соот-
ветствующей системы с кусочно-постоянными 
периодическими коэффициентами и непрерывным 
управлением 

   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ∗∗∗∗∗∗∗ =+= xtMxtCtBtAx .      (26) 
Для вычисления коэффициентов характеристиче-
ского уравнения данной матрицы воспользуемся 
результатами работы [13]. Так, характеристиче-
ские числа матрицы (26) удовлетворяют квадрат-
ному уравнению  

( ) ,0exp
0

2 =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−η+η ∫

ω
∗ dtttrMq  

где  
−+= δ+λδ+λ TcTc eeq 2211  

( )( )
( )( ) ( )( ),1122

1212

1212
δ−λδ−λ

δ−δλ−λ
−−

−
λλδδ TTTT eeee  
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cT −ω= , а ( ) ∑
=

∗ =
2

1i
iimtMtr  – след матрицы 

( )tM ∗ . Подставляя найденные значения 1λ , 2λ , 

1δ , и 2δ  в данные формулы, получим 

( ) ,exp, 65

0

5 ω−ω−
ω

ω−ω− +=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+= ∫ eedtttrMeeq c

 

откуда .0)( 6552 =++++ −−−− ωωωω ηη eeeec
 По-

ложим, 2ln=ω , 
2
2ln

=c , тогда 558,01 −≈η , 

102,02 ≈η . Абсолютные величинв корней харак-
теристического уравнения меньше единицы.  
Отсюда заключаем, что решение системы (26) 
асимптотически устойчиво по Ляпунову, а значит 
при всех 0hh <  решение системы (23) также 
асимптотически устойчиво. В этом случае абсо-
лютное значение мультипликаторов ( )hj

∗ρ

 

( )nj ,1=  системы (21) меньше единицы. По дока-

занной теореме ( ) jj
h

h ρρ =∗

→0
lim

 

( )nj ,1= , то есть 

мультипликаторы исходной непрерывно-
дискретной периодической системы (17) также 
меньше единицы, что означает ее асимптотиче-
скую устойчивость [9, с. 189]. 

Таким образом, доказанная теорема позволяет 
использовать приближенно найденную матрицу 
монодромии для нахождения кусочно-постоянного 
управления применительно к непрерывно-
дискретным системам второго порядка с периоди-
ческими матрицами коэффициентов. 
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