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А к т у а л ь н о с т ь
Современная трактовка управления проектами 

связана с совокупностью процессов, задаваемой пе-
ресечением групп процессов управления проектом 
(инициация, планирование, исполнение, контроль, за-
вершение) и функциональных (предметных) областей 
управления проектами (управление интеграцией про-
екта, содержанием, сроками, стоимостью, качеством, 
человеческими ресурсами, коммуникациями, рисками, 
поставками и контрактами) [1, 2]. Данные базовые по-
нятия могут быть расширены ключевыми терминами, 
к которым можно отнести: группа процессов управле-
ния проектом; жизненный цикл проекта; заинтересо-
ванная сторона; план управления проектом. В группы 
процессов управления проектами входят процессы: 
инициации, планирования, исполнения, мониторинга 
и управления, а также завершения. Группы процессов 
управления проектами не являются фазами проекта. 
Основные принципы проектного управления сфор-
мировались как результат обобщенного опыта и си-
стемного подхода к «механизмам управления». Как 
основные правила, принципы управления проектами 
вытекают из закономерностей, которые в свое время 
привели к успеху многочисленные решения. В состав 
основных принципов, как правило, включаются [2]:
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1.	 Принцип дифференцированного подхода. 
2.	 Принцип экономической целесообразности. 
3.	 Принцип гибкости.
4.	 Принцип конкурентоспособности.
5.	 Принцип разделения полномочий. 
6.	 Принцип открытости. 
7.	 Принцип лучших практик. 

Общепринятым на современном этапе подходом к 
управлению проектами является процессный подход. 
Процесс – это ряд взаимосвязанных действий и опе-
раций, выполняемых для достижения заранее опреде-
ленных продуктов, результатов или услуг. Процессы 
управления проектом выполняются командой проек-
та и обычно бывают двух типов.

1. Процессы управления проектом, общие для 
большинства проектов, как правило, нацелены на вы-
полнение общей задачи. Такой задачей может быть 
инициация, планирование, исполнение, мониторинг 
и управление, а затем и закрытие проекта. Эти про-
цессы взаимодействуют между собой сложным об-
разом, это нельзя полностью объяснить в документе 
или с помощью рисунков. Взаимодействие процессов 
может также затрагивать содержание, стоимость, рас-
писание проекта и т.д. Данные элементы называются 
областями знаний.

2. Процессы, ориентированные на продукт, опре-
деляют и создают продукт проекта. Они обычно опре-
деляются через жизненный цикл проекта и меняются 



89

в е с т н и к  р о с с и й с к о й  а к а д е м и и  е с т е с т в е н н ы х  н а у к 2 0 2 2 / 4

А . В .  Т и х о м и р о в , 
А . В .  Ма  р а х о в с к и й ,  Н . П .  П е ч а л и н
Д и н а м и ч е с к о е  п р о г р а м м и р о в а н и е 
п р и  у п р а в л е н и и  п р о е к т о м

э к о н о м и к а

в зависимости от области приложения. Например, 
содержание проекта не может быть определено без 
понимания основ того, как производить указанный 
продукт.

Областью управления проектами является под-
система управления временем проекта. Управление 
временем осуществляется на всех этапах жизненно-
го цикла проекта, реализуясь в различных функци-
ях проект-менеджмента. На этапе разработки про-
екта – это планирование времени проекта, на этапе 
реализации – контроль выполнения сетевого графика 
и внесение изменений по ходу осуществления проек-
та.

М е т о д ы  и с с л е д о в а н и я
Главной задачей управления временем на этапе пла-

нирования является разработка такого расписания 
работ, при котором целевая функция задачи при со-
блюдении всех условий достигала бы экстремального 
значения. Иными словами, главная задача календарно-
го планирования интегрирует в себе достижение трех 
условий:

– минимизация продолжительности проекта в 
условиях ограниченности ресурсов;

– минимизация стоимости проекта;
– равномерное распределение ресурсов.
Итогом выполнения главной задачи планирования 

времени является обоснованный календарный план. 
Календарный план – это проектно-технологические 
документы, устанавливающие полный перечень работ 
проекта, их последовательность, взаимосвязь, сроки 
выполнения, продолжительность, исполнителей и ре-
сурсы, необходимые для выполнения работ. Создание 
календарного плана предполагает ряд предваритель-
ных действий:

1) определение продолжительности работ;
2) установление взаимосвязи между работами;
3) определение времени доступности всех видов 

ресурсов.
Процесс определения продолжительности работ 

может осуществляться различными методами, в част-
ности экспертными методами, с использованием баз 
данных, с помощью внутренних и внешних консуль-
тантов, существующих стандартов и т. д. 

При этом методе предполагается возможным 
учесть основные факторы продолжительности рабо-
ты: трудоемкость, количество исполнителей, чистое 
время задержки. Затраты проекта рассчитываются 
сразу после того, как только в расписание проекта 
введены основные работы, длительность которых за-
висит от количества назначаемых на них ресурсов. 
Рабочие часы проекта содержатся в его календарном 
плане, а система управления затратами рассчитывает 
все прямые издержки, дополнительные выплаты, на-
кладные, общие и управленческие расходы и другие те-
кущие затраты, возникающие в процессе выполнения 

работ. Затем, элементы, отсутствующие в расписании, 
вносятся в систему управления затратами. Для прове-
дения анализа состояния работ и затрат необходимо 
иметь следующие величины: 
–	 плановые затраты (бюджет проекта), 
–	 фактическая выработка, 
–	 фактические затраты, 
–	 прогнозные значения затрат.

Для получения четкой картины состояния проекта 
необходимо получить все эти четыре величины. Про-
стой анализ плановых затрат, в сравнении с фактиче-
скими, зачастую может давать искаженную картину. 
Например, если фактические затраты составляют 90% 
от плановых, то может показаться, что выполнение 
контракта идет очень хорошо. В то время, как состоя-
ние проекта или его фактическая выработка, добавлен-
ные в анализ, могут показать, что выполнена только 
половина из запланированных на данное число работ. 
Таким образом, выполнение контракта отстает от ка-
лендарного графика и, кроме того, затраты на выпол-
ненную часть работ превышают плановые (см. рис. 1).

Таким образом, существуют исходный и утверж-
денный планы затрат. Утвержденный план исполь-
зуется при расчетах фактической выработки и, со-
ответственно, на его основе производится анализ 
состояния работ и затрат. Эти различные планы затрат 
обычно анализируются после завершения контракта, 
когда предпринимается попытка извлечения уроков 
из проекта.

Фактическая выработка позволяет нам количе-
ственно оценить прогресс проекта в денежном вы-
ражении. Теория управления проектами рекомендует 
использовать величину фактической выработки при 
анализе состояния работ и затрат крупных проектов. 

Прогнозные значения затраты – это неотъемлемая 
часть анализа месячного цикла. В ходе управления 
затратами проекта менеджер может в любой момент 
оценить затраты на оставшуюся часть работ календар-
ного плана. В системе управления затратами должна 
быть предусмотрена возможность получения и хра-
нения набора прогнозов, учитывающих будущий рост 
стоимостей (рис. 2). 

Р и с .  1 . 
График выполнения контракта
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Наличие множества прогнозов обеспечивает до-
стоверное определение состояния проекта, выявление 
возможного перерасхода на ранних этапах и приводит 
к эффективному управлению проектом.

Фактические затраты необходимы, чтобы отчет о 
фактических затратах был составлен таким образом, 
что аналитик мог легко сопоставить фактические и 
плановые затраты. Планирование затрат и ввод фак-
тических данных по затратам должен осуществляться 
для одних и тех же уровней иерархической структуры 
работ и ресурсов. Эта технология позволяет провести 
точный анализ фактических и плановых данных.

Бюджет, фактические затраты, фактическая вы-
работка и прогнозы должны анализироваться в сово-
купности, чтобы получить действительную картину 
состояния проекта. Для быстрого получения инфор-
мации о состоянии проекта можно использовать так 
называемую S-кривую (график каждой из вышепере-
численных характеристик рис. 3).

Контроль изменений – неотъемлемая часть управ-
ления проектом. Изменения должны вноситься в рас-
писание оперативно с тем, чтобы руководитель проек-
та мог продолжать управлять выполнением работ.

Контроль изменений – это процесс, который необ-
ходимо планировать до начала реализации проекта. 

Для того чтобы в будущем иметь возможность про-
следить ход изменений исходного плана, необходимо 
протоколировать все имеющие место модификации. 
В данный протокол должна вноситься следующая ин-
формация о проводимом изменении: 
–	 номер счета затрат; 
–	 изменяемая сумма; 
–	 номера счетов, с и на которые происходит перенос 

затрат; 
–	 имя пользователя, вносящего изменения в исхо-

дный план.
В случае утверждения изменений, они вносятся 

в исходный план. Сохранение нескольких исходных 
планов позволяет произвести глубокий анализ завер-
шенного проекта и извлечь из него полезные уроки 
для будущих контрактов [4, 6, 8].

Когда проект завершен, надо выполнить следую-
щее:
–	 рассчитать фактическую выработку; 
–	 внести фактические данные по накладным, общим, 

административным и пр. затратам; 
–	 подготовить финальные отчеты; 
–	 произвести анализ отчетов и извлечь из завершен-

ного проекта полезную информацию на будущее; 
–	 поместить проект в архив для использования его 

при выполнении будущих контрактов.
Таким образом, для того чтобы провести соответ-

ствующий анализ выполненных работ по контракту 
недостаточно одного лишь сравнения плановых за-
трат с их фактическими значениями. В частности, так-
же надо учитывать и календарный график работ. 

Интеграция календарного плана работ и затрат 
является одной из лучших на сегодняшний день мето-
дологий, обеспечивающей всей необходимой инфор-
мацией для проведения анализа проекта. Интеграция 
систем управления затратами и расписанием избавля-
ет от необходимости повторного ввода данных и обе-
спечивает возможность оперативного контроля для 
проверки отчетов. Этот метод дает менеджерам про-
екта инструмент для эффективного управления проек-
тами как альтернативу простому написанию отчетов в 
конце отчетного периода.

Использование описанных управленческих про-
цессов/методологий имеет множество положитель-
ных сторон. Вот некоторые из них:
–	 оценка стоимости проекта осуществляется исходя 

из набора работ, требуемых для выполнения кон-
тракта. при этом возможно внесение изменений в 
условия контракта с целью сведения затрат по про-
екту к установленной сумме; 

–	 метод фактической выработки позволяет провести 
глубокий анализ проекта; 

–	 поддержка исходного плана и процесс контроля 
изменений помогают в управлении проектом и 
проведении анализа результатов при завершении 
контракта.
Возможность составления прогнозов крайне важ-

Р и с .  2 . 
Совмещение проектов

Р и с .  3 . 
S – кривая
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на для эффективного управления проектом. Чтобы 
качественно планировать проекты и чётко следовать 
графику работ, можно использовать методический 
инструмент диаграмм Ганта [7], которые, по сути, 
являются отображениями сквозных планов при пла-
нировании. Диаграмма Ганта – это горизонтальная 
столбчатая диаграмма, которая иллюстрирует хроно-
логию проекта и всех его задач, упрощая управление. 
Она дает возможность в наглядной форме просма-
тривать график продвижения работы над проектами, 
предстоящие вехи и хронологию в целом. То есть диа-
грамма Ганта представляет собой визуальный способ 
отображения запланированных задач, что позволяет 
наглядно изобразить составляющие части проекта и 
разбить его на задания меньшего размера для удобства 
управления. 

Получившиеся задания размещаются вдоль вре-
менной шкалы диаграммы Ганта, после чего на нее до-
бавляют зависимости между заданиями, исполнителей 
и контрольные точки. Стоит отметить, что на графике 
размещают и другую информацию: например, уста-
навливают проценты выполнения, формируют бюд-
жет, помечают дедлайны – вехи.

Таким образом график работ состоит из ряда от-
резков, размещённых вдоль временной оси. Каждый 
из них соответствует отдельной задаче или подзада-
че. Начало и конец отрезка соответствуют моменту 
начала и завершения работы по задаче. Длина отрез-
ка – продолжительность работ. На каждый отрезок 
целесообразно назначить исполнителей задачи. Диа-
граммы Ганта можно использовать для самых разных 
проектов и программ, однако полезно будет понять, в 
каких случаях они чаще всего применяются и почему:
–	 Подготовка сложных проектов и управление ими. 

Чем крупнее проект, тем больше задач, которы-
ми нужно управлять. С помощью диаграмм Ганта 
можно с лёгкостью визуализировать проекты и 
разбивать их на более мелкие задачи.

–	 Отслеживание зависимостей между задачами. 
Проекты могут идти не по плану. Диаграммы Ганта 
помогают автоматизировать зависимые элементы 
задач, благодаря чему следующий этап работы не 
начинается раньше, чем закончен предыдущий.   

–	 Отслеживание хода работ по проекту. Диаграммы 
Ганта позволяют отслеживать прогресс и вехи, бла-
годаря чему можно с лёгкостью скорректировать 
план проекта в случае необходимости. 
При этом целесообразно выделить такие достоин-

ства диаграммы Ганта, как визуализация хронологии 
проекта; возможность получить общее представление 
о хронологии проекта; простая организация сложных 
задач; помощь в управлении ресурсами; координация 
работы; оценка загрузки сотрудников; определение 
критического пути; быстрое нахождение связанных 
задач; онлайн-диаграмму легко обновить – добавить 
новый этап работы или изменить срок задачи, если 

того требует ситуация. Таким образом, диаграмма Ган-
та является дорожной картой проекта и инструмен-
том, помогающим отслеживать достижение всех вех, 
проводить оценку укладываетесь ли вы в эти сроки. 
Она позволяет упорядочить задачи – в том числе, если 
нужно привлечь несколько команд. Диаграмма Ганта 
отлично справляется там, где есть чёткие дедлайны, 
ограниченный бюджет и ресурсы. Поэтому её можно 
назвать основным инструментом управления проекта-
ми. При этом подразумевается, что диаграмма Ганта в 
контексте управления проектом обладает свойством 
иерархичности, т.е. основная задача управления про-
ектами в результате декомпозиции может разбиваться 
на подэтапы, которые сами в свою очередь представ-
ляются в виде диаграммы Ганта. Такой подход позво-
ляет сводить общую многокритериальную задачу к 
совокупности частных однокритериальных, решение 
которых осуществимо, например, методом динамиче-
ского программирования, на каждом иерархическом 
уровне. Динамическое программирование – это ме-
тод нахождения оптимальных решений в задачах с 
многошаговой (многоэтапной) структурой. Многие 
процессы расчленяются на шаги естественным обра-
зом. Это все процессы планирования и управления, 
развиваемые во времени. Естественным шагом в них 
может быть год, квартал, месяц, декада, неделя, день и 
т. д. Однако метод динамического программирования 
может использоваться при решении задач, где время 
вообще не фигурирует, разделение на шаги в таких за-
дачах вводится искусственно. Поэтому «динамика» 
задач динамического программирования заключается 
в методе решения.

С о д е р ж а н и е  и с с л е д о в а н и я
Общая математическая постановка задачи опре-

деления функции синтеза управления проектом 
создания образцов может быть представлена как 
вектор-функция фазовых переменных Х*(t)∈ Rn и 
вектор-функция управлений u×(t)∈ Rm  при t ∈ [t0, Т], 
доставляющих максимум функционалу:

	 Ф=Ф(Х, u, t) → max	 (1)

при дифференциальных связях (t)=f(Х, u, t), огра-
ничениях вдоль траектории (Х, u, t) ∈ G и краевых 
условиях 

	 (Х, t0) ∈ Е0, (Х, Т) ∈ ЕТ,	 (2)

где G – некоторая область пространства, Е0, ЕТ  – неко-
торые многообразия, [t0, T] – интервал планирования, 
f(X, u, t)={f1(X, u, t), ... fn(X, u, t)} – вектор-функция.

Таким образом, математической постановке задачи 
формирования решений по каждому проекту создания 
образцов, в данном случае, содержание и вид вектор-
функций фазовых переменных Х(t)∈Rn, управлений 
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u(t)∈Rm, функционала Ф=Ф(Х, u, t), дифференциаль-
ных связей (t)=f(X, u, t), ограничений (X, u, t)∈G и 
краевых условий (Х, t0)∈Е0, (Х, T)∈ЕT определяются 
в зависимости от целевой направленности и усло-
вий реализации конкретных проектов. Для решения 
задачи определения функции синтеза управления 
проектом создания образцов в соответствии с вы-
ражениями (1–2) целесообразно определить вектор-
функции управлений u×(t)∈Rm при t∈[t0,T], достав-
ляющих максимум функционалу Ф=Ф(Х, u, t)→max, 
при  = F(x, u, t) и ограничениях типа С(x opt) ≤ C дon.. 
Тогда начальными исходными данными для решения 
данной задачи являются

	 x = (x1,x2…xк)
	 u  = (u1,u2…uк)
	 t = (t1,t2…tк)
	 x ∈X : IRn → R1

	 u ∈U : IRn → R1

	 t ∈T : IRn → R1

	 К ∈IN
Само решение в результате применения изложен-

ного ниже методического материала определяется 
точкой Bopt за время tk. Для достижения сформулиро-
ванной цели – нахождения оптимального управления 
проектом создания образцов может решаться задача 
определения пошагового управления, например, мо-
жет решаться задача динамического программиро-
вания. Динамическое программирование – подход, 
позволяющий решать задачи оптимизации, которые 
могут быть сформулированы как задачи многошаго-
вого оптимального управления некоторой системой. 
Как правило, такие задачи обладают аддитивной или 
мультипликативной целевой функцией, то есть

	  или , х=(х1, ..., хn).

Обычно предполагается, что все функции fk при-
нимают только положительные значения, но никакие 
условия регулярности (непрерывность, дифферен-
цируемость, выпуклость и т.п.) на них не накладыва-
ются. Суть метода заключается в сведении исходной 
задачи к упорядоченной совокупности задач меньшей 
размерности и последовательного их решения. При 
этом на каждом шаге при решении очередной задачи 
используются результаты решения предыдущих задач. 
Поскольку любая подзадача определяет некоторое 
множество допустимых решений, метод динамическо-
го программирования относится к комбинаторным 
методам оптимизации, то есть представляет собой ме-
тод упорядоченного перебора вариантов. 

В обобщенном виде метод динамического про-
граммирования, для оптимизации управляемой си-
стемы, заключается в следующем [9]. Рассматривается 
некоторый объект (управляемая система), текущее со-
стояние которого описывается с помощью набора па-
раметров ξ. Множество всех возможных состояний Ξ 

конечно. Изменение состояний системы осуществля-
ется посредством управляющих воздействий, которые 
представляют собой выбор элемента x (управления) из 
некоторого множества X, называемого множеством 
управлений. Без ограничения общности можно счи-
тать, что X ⊆ Rl. В состоянии ξ доступно конечное 
множество управлений X(ξ) ⊆ X. Предполагается, 
что в системе отсутствует последействие, то есть со-
стояние ξ′, в которое переходит система после выбора 
управления, зависит только от этого управления и не-
посредственно предшествующего состояния:

	 ξ′ =ϕ(x,ξ ), x∈ X(ξ).	 (3)

Уравнения (3) называются уравнениями состоя-
ния. Траекторией системы называется конечная по-
следовательность ξ = (ξ1, ..., ξk) состояний системы 
такая, что

	 ξ, k+1 =φ(х, ξ k) x∈ X(ξk), k= 1, ..., m −1.
Управление, посредством которого система пере-

ходит из состояния ξk в состояние ξk+1, обозначим 
через xk. Стратегией управления для траектории 
ξ=(ξ , ..., ξm) называется вектор допустимых управле-
ний x=(x1, …, xm-1). Очевидно, траектория однозначно 
определяется своим начальным состоянием и выбо-
ром стратегии. Эффективность управления x∈ X(ξ ) 
оценивается с помощью неотрицательной функции 
стоимости f (x, ξ), зависящей не только от применяе-
мого управляющего воздействия, но и от текущего со-
стояния системы. Стоимость траектории определяет-
ся как сумма стоимостей отдельных её этапов, то есть 

	 .

По определению траектории, её стоимость зави-
сит только от её начального состояния и набора поша-
говых управлений. Пусть заданы начальное состояние 
системы ξ0 и конечное состояние ξT. Связывающая 
их траектория (ξ0, ..., ξT) называется полной. Обычно 
требуется построить полную траекторию, имеющую 
наибольшую или наименьшую стоимость. Для опре-
деленности будем рассматривать задачу на минимум. 
Стратегия, определяющая оптимальную полную тра-
екторию, называется оптимальной стратегией. Метод 
динамического программирования – это метод по-
шаговой оптимизации, поэтапного построения опти-
мального управления. В его основе лежит принцип 
оптимальности, впервые сформулированный Р. Бел-
лманом в 1953 г. следующим образом – оптимальное 
поведение обладает тем свойством, что каковы бы ни 
были первоначальное состояние и решение в началь-
ный момент, последующие решения должны состав-
лять оптимальное поведение относительно состоя-
ния, получающегося в результате первого решения. 
Принцип может быть обоснован доказательством от 
противного. Пусть, далее, (ξ0, ξ1, ξ2, ..., ξT) – полная 
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оптимальная траектория. В соответствии с принци-
пом оптимальности, траектория (ξ1, ξ2, ..., ξT) будет 
иметь оптимальную стоимость среди всех траекторий, 
соединяющих ξ1 и ξT. Приняв ξ1 за начальное состоя-
ние и применяя принцип оптимальности получим, что 
траектория (ξ2, ..., ξT)– лучшая среди траекторий, сое-
диняющих ξ2 и ξT , и так далее, если траектория опти-
мальна, то любой её заканчивающийся в ξT отрезок 
также оптимален. Аналогично обосновывается опти-
мальность любого отрезка оптимальной траектории, 
начинающегося с ξ0. Пусть ξ – произвольное состоя-
ние системы, через FT(ξ) обозначим стоимость опти-
мальной траектории, соединяющей ξ с финальным со-
стоянием ξT . Очевидно, FT(ξT)=0, FT(ξ0) – стоимость 
оптимальной полной траектории. Из принципа опти-
мальности Беллмана вытекает, что

	 FT(ξ)=  {f (x, ξ) + FT(φ(x,ξ))}.	  (4)

Обозначим теперь через F0(ξ) стоимость оптималь-
ной траектории, соединяющей начальное состояние 
ξ0 с состоянием ξ. Очевидно, F0(ξ0) = 0, а стоимость 
оптимальной полной траектории равна F0(ξT). Пусть 
Γ(ξ) – множество состояний, непосредственно пред-
шествующих состоянию ξ, то есть таких состояний ξ', 
что существует управление x(ξ', ξ)∈ X(ξ'), переводя-
щее систему из ξ' в ξ, ξ = ϕ(x(ξ', ξ), ξ'). В соответствии 
с принципом оптимальности,

	 F0(ξ)=  + F0 (ξ')}.	  (5)

Функции FT(ξ)и F0(ξ) называются функциями 
Беллмана, а рекуррентные соотношения (4) и (5) – 
уравнениями Беллмана. В основе алгоритма динами-
ческого программирования могут лежать либо соот-
ношения (4), тогда он называется методом обратной 
прогонки, либо соотношения (5), и алгоритм называ-
ют методом прямой прогонки.

Метод обратной прогонки (обратный метод Бел-
лмана) осуществляется следующим образом. Последо-
вательно вычисляются значения функции Беллмана:

FT(ξT) = 0, FT(ξ) = f(x, (ξ, ξT), ξ) для ξ ∈ Γ(ξT),
далее, с помощью соотношений (4) постепенно 

определяются FT(ξ) для таких состояний ξ, что най-
дены значения функции Беллмана для всех состоя-
ний ϕ(x, ξ), x ∈ X(ξ), и, в конце концов, вычисляется 
FT(ξ0). Пусть x× (ξ )∈ X(ξ) – управление, минимизи-
рующее правую часть в (4), оно называется условным 
оптимальным управлением. Тогда оптимальная пол-
ная траектория (ξ0, ξ1, ξ2, ..., ξT) восстанавливается 
следующим образом: 

ξ0, ξ1 = ϕ( x×(ξ0), ξ0), ξ2 = ϕ( x×(ξ1), ξ1), …
При осуществлении метода прямой прогонки 

определяются значения функции F0(ξ) в следующем 
порядке: 

F0(ξ0) = 0, F0(ξ) = f(x, ξ) для x ∈ X(ξ0), ξ = ϕ(x, ξ0),

далее, на основании соотношений (5), последователь-
но вычисляются F0(ξ) для таких состояний ξ, что най-
дены значения функции Беллмана для всех состояний 
из Γ(ξ), и, в конце концов, определяется F0(ξТ).

Пусть γ (ξ)∈ Γ(ξ) – состояние, минимизирую-
щее правую часть в (5). Тогда условные оптимальные 
управления – x(γ(ξ), ξ). Оптимальная траектория вос-
станавливается, начиная с финального состояния:

	 ξT, ξT-1 = γ (ξT), ….

Таким образом, во время реализации алгоритма 
динамического программирования дважды осущест-
вляется многошаговый процесс: сначала находятся 
условные оптимальные управления и значения функ-
ции Беллмана от конечного состояния до начального 
или от начального состояния до конечного, затем вос-
станавливается оптимальная траектория и оптималь-
ная стратегия в обратном направлении – от начала к 
концу или от конца к началу соответственно. Число 
элементарных операций, необходимых для реализации 
обратного и прямого методов Беллмана, квадратично 
зависит от числа состояний системы, причем большая 
часть вычислений приходится на этап условной опти-
мизации. Несмотря на одинаковую вычислительную 
сложность, алгоритм обратной прогонки использует-
ся чаще, чем алгоритм прямой прогонки. 

Многие задачи динамического программирования 
формулируются таким образом, что система перево-
дится из начального состояния в финальное за фик-
сированное число n шагов (этапов), то есть страте-
гия управления – n – мерный вектор x = (x1, ..., xn), где 
xk – управление, выбираемое на k-м шаге, k = 1, ..., n. 
Каждый этап определяется множеством состояний, 
в которых система может, находится перед выбором 
управления, либо в которые может перейти в резуль-
тате управления, причем в начале первого этапа си-
стема находится в начальном состоянии ξ0, а в конце 
последнего – в финальном состоянии ξT. Таким обра-
зом, все полные траектории включают n +1 состояние 
(ξ0, …, ξn ≡ ξT). Можно считать, что функции состоя-
ния (3) и эффективность управления изменяются от 
этапа к этапу, то есть

	 ξk = ϕ (xk, ξk-1), k =1, ..., n, 	 (6)

стоимость шага k =1, ..., n равна fk (xk, ξk-1), а стои-
мость стратегии определяется аддитивной функцией 
f(x) = ∑n

k=1 fk (xk, ξk-1).
Пусть в начале шага t система находится в состоя-

нии ξ. Обозначая через Ft(ξ) минимальное значение 
∑n

k=1 fk, то есть FT(ξ), получаем, что соотношение (5) 
примет вид

	 Ft(ξ) = {f (xt, ξ),+Ft+1(φ(ξt))) 	 (7)
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где минимум берется по всем допустимым на этапе t 
управлениям.

Решение задачи (7) – условное оптимальное управ-
ление на шаге t – обозначается (ξ). Процедура об-
ратной прогонки динамического программирования 
осуществляется следующим образом. Пусть Fn+1 ≡ 0. 
Используя рекуррентные соотношения (7), последо-
вательно определяем Ft(ξ) и (ξ) для всех состояний 
шага t = n, ..., 1, причем Fn(ξ ) = min{fn (xn, ξ)}. Далее 
поэтапно восстанавливаются оптимальная траекто-
рия и оптимальная стратегия:

ξ0, x* = (ξ0), ξ1 = ϕ1 (x*,ξ0), ξt = ϕ (xt
*, ξt-1), xt

* = 
= xt

*(ξt-1), t =2, ...., n.
При использовании процедуры прямой прогонки 

через F1(ξ) обозначается F0(ξ), то есть минимальное 
значение ∑n

k=1 fk при условии, что в конце этапа t си-
стема находится в состоянии ξ. Условное оптималь-
ное управление на этапе t выбирается в предположе-
нии, что предыдущие этапы пройдены оптимально, и 
рекуррентное соотношение (5) принимает вид 

	 Ft(ξ)= , {f(xt, ξt-1)+Ft-1(ξt-1)}, ξ=φ(х1,ξ0).	 (8)

Полагая F0 ≡ 0, имеем 

	 Ft(ξ)=    {f1(xt, ξ)}     ξ=φ(х1,ξ0) . 

Последовательно вычисляя Ft(ξ) и (ξ) для всех 
возможных в конце этапа t состояний, t =1, ..., n, на 
последнем шаге получим xn

* = (ξ0). Пользуясь урав-
нениями состояния, восстановим в обратном порядке 
оптимальный план и оптимальную траекторию:
ξT, xn

* = (ξT), ξt = ϕ (xt
*, ξt-1), xt

* = xt
*(ξt), t = n −1, ...,1.

В ы в о д ы
В основе динамического программирования лежит 

идея решения поставленной задачи путем деления ее 
на отдельные части (подзадачи, этапы), решение этих 
подзадач и последующего объединения этих решений 
в одно общее решение. Динамическое программиро-
вание обычно придерживается двух подходов к реше-
нию задач:

– нисходящее динамическое программирование 
– задача разбивается на подзадачи меньшего размера, 
они решаются и затем комбинируются для решения 
исходной задачи. Используется запоминание для ре-
шений уже решенных подзадач;

– восходящее динамическое программирование 
– все подзадачи, которые впоследствии понадобятся 
для решения исходной задачи просчитываются зара-
нее и затем используются для построения решения 
исходной задачи. 

Способ восходящего динамического программи-
рования выглядит эффективней нисходящего про-
граммирования в смысле размера необходимого стека 
и количества вызова функций, но иногда бывает не-

легко заранее выяснить, решение каких подзадач нам 
потребуется в дальнейшем. Но так как при традици-
онном подходе управления проектом возможно по-
строение диаграммы Ганта, то данная проблема сни-
мается автоматически.
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