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Построена модификация модели Р. Солоу, в которой ди-
намика численности населения определяется уравнением 
П. Ферхюльста, численность населения и конечное потребле-
ние зависят от среднегодовой численности занятых в экономи-
ке. Методами регрессионного анализа по данным Федеральной 
службы государственной статистики определены значения 
параметров модели для Рязанской области.  

 
 

We develop a modification of the Solow model, in which popu-
lation dynamics are determined by the equation P. Verhulst, popula-
tion and final consumption depend on the average annual number of 
employees. We applied regression analysis methods to calculate the 
model parameters for Ryazan region, based on the data of the Federal 
State Statistics Service.  
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1. Постановка задачи и построение модели. 
В [1] была построена модификация модели 
Р. Солоу, учитывающая конечное потребление  
и конкуренцию среди занятых в экономике  
за ограниченный ресурс рабочих мест. Идентифи-
кация предложенной модели была выполнена  
на основе данных за достаточно короткий проме-
жуток времени (1999–2007 годы), однако интер-
вальный прогноз значений валового регионально-
го продукта (ВРП) на 2008–2009 годы, сделанный 
с ее помощью, показал адекватность построенной 
модели. Поэтому по прошествии времени стали 
актуальными следующие задачи: 

1) выполнить идентификацию параметров 
модели за более длинный промежуток времени 
(1999–2013 годы – для экономических параметров; 
1995–2014 годы – для численности населения); 

2) дополнительно рассмотреть модификацию 
модели, учитывающую выбытие основных  
фондов; 

3) учесть структурные изменения, происхо-
дившие в регионе за указанный промежуток  
времени. 

Промежуток с 1999 по 2013 или по 2014 год 
для экономических параметров выбран по сле-
дующим причинам: 

1) на рубеже 1998–1999 годов произошло сра-
зу несколько структурных изменений в экономике 
страны: деноминация и дефолт в 1998 году  
и изменение налоговой системы в 1999 году 
(с 01.01.1999 года вступила в силу первая часть 
действующего Налогового кодекса Российской 
Федерации [2]); 

2) выбор 2013 или 2014 года обусловлен  
наличием данных на сайте Федеральной службы 
государственной статистики в момент обращения. 

Напомним основные положения модели.  
Будем предполагать следующее: 

1. ВРП X  распределяется между капитало-
вложениями I  и общим потреблением S  в соот-
ветствии с балансовым уравнением 

SIX  .                             (1) 
2. Объем ВРП X  определяется производст-

венной функцией  LKFX , , где K  – стоимость 
основных фондов экономики, L  – среднегодовая 
численность населения, занятого в экономике.  

3. Капиталовложения расходуются на увели-
чение основных фондов экономики K  с нулевым 
лагом. Рассматриваются 2 случая: а) когда выбы-
тие основных фондов отсутствует 

IK  ,                             (2.1) 
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б) когда выбытие основных фондов учитывается 
(   – норма амортизации) 

KIK  .                        (2.2) 
4. Аналогично [1] пусть общее потребление 

S  делится на производственное потребление 
 LKaF ,  и конечное потребление  NSS 11  , где 
 1;0a  – склонность к потреблению, N  – чис-

ленность населения, проживающего в регионе:  
   NSLKaFS 1,  .                   (3) 

Подставляя (1) и (3) в (2.1) или (2.2), получим 
возможные уравнения динамики основных фондов 
(  a1  – коэффициент накопления основного  
капитала): 

     NSLKFaK 1,1  ;             (4.1) 

     NSLKFaKK 1,1   .      (4.2) 
5. Пусть среднегодовая численность населе-

ния, занятого в экономике L , связана с численно-
стью населения N , проживающего на данной  
территории, и описывается функцией вида  

 LNN  .                           (5)  
Так как  NSS 11   и  LNN  , то будем рас-

сматривать зависимость конечного потребления  
от среднегодовой численности населения, занятого 
в экономике:  LSS  . 

6. Пусть динамика численности населения 
описывается уравнением П.Ф. Ферхюльста [3] 







 


M

NMrNN ,                      (6) 

где M  – максимально допустимая численность 
населения на данной территории, r  – коэффици-
ент прироста населения. Подставим (5) в (6), полу-
чим дифференциальное уравнение 
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Объединяя уравнения (4.1) и (7), (4.2) и (7), 
получим два варианта динамической модели эко-
номического развития региона (без выбытия ос-
новных средств и с выбытием основных средств): 
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Решения     tLtK ,  любой из систем (8.1) 
или (8.2) позволяют строить прогноз динамики 
стоимости основных фондов, среднегодовой чис-
ленности населения, занятого в экономике, и ВРП 
      tLtKFtX , . Важным условием при этом 

является определенность параметров  a1 , ,M  
r ,   и функций  LKF , ,  LS  и  LN  для кон-
кретного региона.  

2. Идентификация параметров и функций. 
В данной работе методами регрессионного анализа 
[3] значения параметров  a1 , r ,   и вид функ-
ций  LKF , ,  LS  и  LN  были определены  
на основе опубликованных статистических данных 
[4, 5, 6] для Рязанской области. В расчетах исполь-
зовался уровень значимости 05,0  и обозначе-
ния: n  – объем выборки, нt  и крt  – наблюдаемое 
и критическое значения t -критерия Стьюдента, 

нF  и кpF  – наблюдаемое и критическое значения 
F -критерия Фишера, A  – средняя ошибка  
аппроксимации, ys  – стандартная ошибка, 2R  – 
коэффициент корреляции линейного уравнения,  

2R  – коэффициент детерминации для регрессий,  
нелинейных по зависимой переменной.  

Темп роста населения r  был определен  
из решения уравнения Ферхюльста (6) 

 rtce
MN




1
. Значение M = 641718 тыс. чело-

век было вычислено как произведение самой  
высокой плотности населения на Земле  
(Монако, 16 205 чел. на кв. км [7]) и площади  
Рязанской области (39,6 тыс. кв. км [8]). Затем бы-
ла выполнена замена переменной  1ln  N

My , 
линеаризация данных и определение значений  
коэффициентов c  и r  с помощью модели линей-
ной регрессии rtcy  . В результате решение  
уравнения Ферхюльста приняло вид 

 te
N

0086,00094,111
641718


 , r = –0,0086. Статисти-

ческие характеристики модели: n = 20, 
2R = 0,9518, 2R = 0,9304, A = 0,0101, ys = 0,0118, 

крt = 2,1009, нrt = 18,8476, нct =–12,0058, 

нF = 355,2303, кpF = 4,4139. Уравнение и его ко-
эффициенты значимы на уровне 05,0 . Наблю-
даемые значения численности населения и значе-
ния, вычисленные с помощью решения уравнения 
Ферхюльста представлены на рисунке 1. 
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Рис 1. Динамика численности населения  
и ее моделирование с помощью кривой Ферхюльста 
 
Так как функции  LKF , ,  LS  и  LN   
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содержат объясняющую переменную L , динамика 
наблюдаемых значений которой представлена  
на рисунке 2, то анализ значений L  на наличие 
аномалий был выполнен по методу Ирвина  
[9, с. 405]. Последний показал, что аномальным 
является значение L = 528,2 тыс. человек при 
t =1997 г., что обусловлено объективным сокра-
щением зарегистрированного числа занятых в эко-
номике в связи с экономическими реформами 
1990-х годов. Визуально наблюдаемые «выбросы» 
значений L  при t = 2002 г. и t = 2009 г. аномаль-
ными по критерию Ирвина не являются. Также в 
 работе [10] авторами было обнаружено структур-
ное изменение динамики L  при t =1999 г.  

 

480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580

19
95

19
97

19
99

20
01

20
03

20
05

20
07

20
09

20
11

20
13

годы

L,
 т

ы
с.

 ч
ел

.

 
Рис. 2. Динамика наблюдаемых значений среднегодовой  

численности занятых в экономике в 1995–2014 годах 
 
Наилучшая по статистическим характеристи-

кам зависимость объёма конечного потребления 
домохозяйств на душу населения S (руб.) от сред-
негодовой численности занятых в экономике при-

няла вид LeS
2

1
 

  или LeS
1341,127675741,13 

  
(рис. 3). Статистические характеристики: n = 15, 

2R = 0,8173, 2R = 0,8854, A = 0,3058, ys = 

= 25725,9628, крt = 2,1604, нLt = 7,6258, 0нt =  

= – 4,2143, нF = 58,1522, кpF = 4,6672. 
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Рис. 3. Моделирование зависимости объема конечного  
потребления на душу населения от среднегодовой  

численности занятых в экономике 
 

Моделирование производственной функции 
показало следующие результаты: 

1) оценки коэффициентов 0a  и 2a  мультип-
ликативной производственной функции X  

21
0

aa LKa  статистически незначимы на уровне 
05,0 ; 

2) линейная однородная производственная 
функция LaKaX 21   имеет вид  KX 3886,0  

L9198,48  и статистические характеристики: 

n = 15, 2R = 0,9812, A = 0,1304, ys = 21177,4126, 

крt = 2,1604, нKt = 14,7272, нLt = – 2,2846, нF =  

= 340,0699, кpF = 3,8056; уравнение и его коэффи-
циенты значимы на уровне значимости 05,0 ; 

3) корреляционный анализ факторов X , K , 
L  показал, что факторы K  и L  зависимы между 
собой (коэффициент корреляции KLr = – 0,9689  
и статистически значим на принятом уровне зна-
чимости); при этом XKr = 0,9689, XLr = – 0,8795; 
так как XLXK rr  , то дополнительно для иссле-
дования необходимо выбрать однофакторную 
производственную функцию  KfX  ; 

4) были построены два однофакторных  
уравнения регрессии KX 1  и 1

0
aKaX  , вид  

и статистические характеристики которых пред-
ставлены в таблице 1. 

Таблица 1 
Однофакторные производственные функции 

 

KX 1  1
0

aKaX   Вид  
функции KX 3360,0  2451,10131,0 KX   

n  15 15 
2R  0,9737 0,9862 
2R  0,9737 0,8669 

A  0,2208 0,0230 
ys  24158,7764 20231,9740 

крt  2,1148 2,1604 

нKt  22,7732 30,4372 

0нt  – –8,3600 

нF  518,6192 926,4214 

кpF  4,6001 4,6672 
 

Оба уравнения оказались значимы на приня-
том уровне значимости, но статистические харак-
теристики уравнения 1

0
aKaX   лучше. 

Таким образом, для дальнейшего исследова-
ния систем (8.1) и (8.2) можно использовать  
производственные функции вида LaKaX 21  , 

KX 1  и 1
0

aKaX  . 
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Коэффициент валового накопления основного 
капитала  a1  был определен из уравнения пар-
ной линейной регрессии между объемом валового 
накопления основного капитала Y  (млн руб.)  
и ВРП X  (млн руб.). Анализ диаграммы рассеяния 
(рис. 4) и проверка теста Гуйарати показали, что 
регрессия имеет структурный сдвиг на постоян-
ную величину при переходе от t = 2008 г.  
к t = 2009 г. при неизменном значении коэффици-
ента  a1 . Структурное изменение статистически 
значимо на уровне 05,0  ( нF = 12,9732; кpF = 
= 4,7472). Поэтому в качестве коэффициента вало-
вого накопления основного капитала будет приня-
то его значение из уравнения с переменной струк-
турой  a1 = 0,3356. Статистические характери-

стики коэффициента: n = 15, 2R = 0,9889, A = 
= 0,1315, ys =2627,7459, нt = 20,9338, крt = 2,1788. 
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Рис. 4. Моделирование зависимости объема валового  
накопления основного капитала от объема ВРП 

 
Норма выбытия основных фондов   была 

определена из уравнения парной линейной регрес-
сии ,KZ   где Z  – объем выбытия основных 
фондов (млн руб.), K  – объем основных фондов 
(млн руб.). Анализ диаграммы рассеяния (рис. 5)  
и тест Гуйарати показали, что имеется статистиче-
ски значимое на уровне 05,0  структурное  
изменение зависимости, обусловленное экономи-
ческим кризисом 2008 года ( нF = 84,4123; 

кpF = 3,9823). Тест Гуйарати показал, что лучшим 
является уравнение линейной регрессии с пере-
менной структурой, различие между уравнениями 
статистически значимо на уровне значимости 5 % 
( нF = 85,8759; кpF = 3,6337). Поэтому в дальней-

шем для использования будет принято значение   
из уравнения линейной регрессии с переменной 
структурой:  
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Статистические характеристики коэффициента  : 

n = 15, 2R = 0,9971, A = 0,0536, ys =223,5688, 

нt = 42,5007, крt = 2,1788.  
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Наблюдаемые значения
Линейная регрессия

Линейная регрессия с переменной структурой  
Рис. 5. Моделирование зависимости объема выбытия  

основного капитала от стоимости основных фондов 
 

При моделировании регрессии численности 
населения от среднегодовой численности занятых 
в экономике (рис. 6.) так же, как и в [1],  
получилась линейная зависимость вида LN  ,  
в которой  = 2,2829; статистические характери-

стики уравнения: n = 16, 2R = 0,9998, A = 0,0129, 
ys = 21,4213, крt = 2,1604, нt = 221,3535, 

нF = 48997,3716, кpF = 4,5431; уравнение и его 
коэффициенты значимы на уровне 05,0 . 
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Рис. 6. Моделирование зависимости численности населения 
от среднегодовой численности занятых в экономике 
 
3. Модели развития региона. Подставляя  

в системы (8.1) и (8.2) найденные зависимости 
между переменными, получим следующие  
односекторные модели развития региона: 
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или с числовыми значениями коэффициентов: 
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Так как идентифицировано три типа производст-
венных функций ( LaKaX 21  , KX 1   

и 1
0

aKaX  ), то каждая из систем (9.1) и (9.2) 
дает по три варианта модели исследования эконо-
мики региона. 

Сравнение с моделью работы [1] показало 
следующее:  

1) темп роста населения по-прежнему отрица-
тельный, хотя и стал меньше по абсолютному  
значению ( r = –0,0086 в настоящей работе и r = 
= –0,014 в работе [1]); 

 

2) производственная функция работы [1] име-
ет вид 25,034,102,0  LKX  (все коэффициенты 
значимы на уровне 05,0 ), значение 2a = 
= –0,025 нарушает одно из ограничений, наклады-
ваемых на мультипликативную производственную 
функцию, хотя может говорить и о наличии скры-
той занятости;  в настоящей работе коэффициент 

2a  мультипликативной производственной функ-
ции оказался статистически незначим, что под-
тверждает факт скрытой занятости в регионе; 

3) увеличение длины выборки, использован-
ной в данной работе, показало более сложную 
структуру зависимости конечного потребления  
на душу населения от среднегодовой численности 
занятых в экономике, чем в работе [1], в которой 
упомянутая зависимость линейна. 

Следующий этап данного исследования – 
проверка адекватности полученных моделей. 
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