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1. Введение 
Исследование продолжает работы [1–3]. 
Построенная в настоящее время общая теория 

функционально-дифференциальных уравнений [4] 
позволила дать ясное и лаконичное описание их 
основных свойств. В то же время широкие и акту-
альные для приложений классы ГФДСП, а именно, 
гибридных функционально-дифференциальных 
уравнений с последействием (ГФДУП), формально 
не охватываются построенной теорией и во мно-
гом остаются вне поля зрения специалистов, ис-
пользующих функционально-дифференциальные  
и разностные системы с последействием для моде-
лирования реальных процессов. Ниже предлагают-
ся гибридные функционально-дифференциальные 
аналоги основных утверждений теории функцио-
нально-дифференциальных уравнений для задач 
устойчивости. 

2. Постановка задачи: одно уравнение – 
линейное разностное, определенное на полуоси, 
а другое – линейное функционально-дифферен-
циальное уравнение с последействием 
(ЛФДУП) на полуоси. Сводим к ЛФДУП на 
полуоси. 

Запишем гибридную функционально-
дифференциальную систему в виде  

         11 12 11 12

21 22 21 22

,
.

x y x F x F y f
x y y F x F y g
    
     

 
 

         (1) 

Здесь и ниже n �
 – пространство векторов 

1col{ ,..., }n    с действительными компонента-

ми и с нормой || || n  . Пусть пространство L  ло-

кально суммируемых , , : [0, ) nf g y     с полу-

нормами [0, ]
0

|| || || ( ) || n

T

L Tf f t dt    для всех 0T  . 

Пространство D  локально абсолютно непрерыв-
ных функций : [0, ) nx    с полунормами 

[0, ] [0, ]|| || || || || (0) || nD T L Tx x x  
  для всех 0T  .  

Операторы 11 11, :F D L , 12 12, :F L L , 

21 21, :F D L , 22 22, :F L L  предполагаются 
линейными, непрерывными и вольтерровыми. 

Обозначим ( )( ) ( ) ( )y t y t y t h    , где 
0,t h   и   ( ) ( ), [0, )y t y t t h   .  

Пусть модельное уравнений [4–7] 11x z   
и банахово пространство B  с элементами из про-
странства L  ( B L  и это вложение непрерывно) 
выбраны так, что решения этого уравнения обла-
дают интересующими нас асимптотическими 
свойствами. Например, 

0
sup || ( ) || n

t
x t


 


. Тогда, 

полагая, что 11

def

x x x z   , принимаем  
в качестве банахова пространства B  банахово 
пространство L  измеримых и ограниченных в 
существенном функций : [0, ) nz     с нормой 

0
vrai sup || ( ) || n

t
z t


 


. Пространство 11( , )D L , по-

рождаемое модельным уравнением, будет состоять 
из решений вида 
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  ( )

0

( ) ( ) ( )( ) ( )
t

t s tx t z t t e z s ds e         

( n  , z L ). 
Эти решения ограничены (

0
sup || ( ) || n

t
x t


 


) и 

их производная x x z    принадлежит простран-
ству L . Все решения этого уравнения образуют 
банахово пространство с нормой 

11( , )|| ||D Lx
� = 

=
0

vrai sup || ( ) ( ) || || (0) ||n n
t

x t x t x


   
 

, которое 

линейно изоморфно пространству С.Л. Соболева 
(1) [0, )W   с нормой (1) [0, )

0 0
|| || sup || ( ) || +  vraisup || ( ) ||n nW

t t
x x t x t

 
 

  
 

0 0
|| || sup || ( ) || +  vraisup || ( ) ||n n

t t
x x t x t

 
 

 . Дальше будем это пространст-

во обозначать как W , при этом W D  , и это 
вложение непрерывно. Аналогично для банахова 
пространства B L  можно ввести банахово про-
странство 11( , )D B  с нормой 

11( , )|| ||D Bx � = 
= || || || (0) || nBx x x  
 , где вложение B L  непре-

рывно.  
Допустим, оператор   действует из про-

странства B  в пространство B и оператор   дей-
ствует из пространства n  в пространство B. Это 
условие эквивалентно тому [4–7], что пространст-
во 11( , )D B  линейно изоморфно пространству 
С.Л. Соболева (1)[0, )BW   с нормой (1) [0, )

|| || || || || ||
BWx x x


  

[0, )
|| || || || || ||B Bx x x


  . Дальше будем это пространство 

обозначать как BW , при этом, BW D  и это вло-
жение непрерывно.  

Операторы 11 21 11 12, , , :F F D L   рассматри-
ваются как приведения на пару ( , )BW B : 

11 21 11 21, , , : BF F W B  . Операторы  

12 22 12 22, , , , :y F F L L    
также рассматриваются как приведения на пару 
( , )B B : 12 22 12 22, , , , :y F F B B   , предполагаются 
линейными, вольтерровыми и ограниченными.  

Предположим, что общее решение уравнения 
11x f  для f L  принадлежит пространству D  

и представляется формулой Коши:  

11 11
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

x t X t x C t s f s ds   . 

Будем считать, что оператор 22 : L L  
вольтеррово обратим, то есть существует 

1
22 : L L   и оператор 1

22 : L L   вольтерров. 
Поставим задачу, когда для уравнения (1) при 

любом { , }f g B B   ее решения { , } Bx y W B  . 
Рассмотрим второе уравнения 21 22x y g   . 

Предположим, что оператор 22 : B B  вольтер-
рово обратим. Тогда это уравнение запишется  
в виде 1 1

22 21 22x y g     . Выразим y : y x g   

1 1
22 21 22y x g       и подставим в первое уравнение 

11 12x y f   : 1 1
11 12 22 21 12 22( )x f g         . 

Обозначим 1
11 12 22 21

 �     и 1 12 22f f g  
1

1 12 22f f g   . Получили уравнение 1x f . Предпо-
ложим, что вольтерров оператор : BW B  воль-
террово обратим, то есть если для уравнения 

1x f  при любом 1f B  его решения Bx W   
и оператор 1 0: BB W   вольтерров, где 

0 { , (0) 0}B BW x W x   . Таким образом, мы реши-
ли задачу, когда для уравнения (1) при любом 
{ , }f g B B   ее решения { , } Bx y W B  . 

Пример 1. Рассмотрим два уравнения: 
11 12( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x t x t x t ax t by t f t        

0,t   ( ) 0, 0,x     
( ) ( ), , ( ) 0, 0 ,x t x t t x t t          

0,),(=)()()(
=))(())(( 1211





ttftbytaxtx
tytx




 

/2,<<0),(,,, 11 aWLDLxxLf L 
 

                                                                                 (2) 
0,,,),(=)()()(   tLgLytgtcxhtdyty  

( ) ( ), [ ,0),y t t t h    
( )( ) ( ),Sy t dy t h   ,t h  ( )( ) 0, [0, )Sy t t h  . 

,0),(=))(()()(
=))(())((

1

2221



ttgtSytytcx

tytx 

1 [0, )( ) ( ) ( ) , 0.hg t g t d t h t      
Рассмотрим оператор :S L L  . Известно, 

что оператор ( ) :I S L L    вольтеррово обра-
тим тогда и только тогда, если спектральный ра-
диус оператора ( )L S


 в пространстве L  меньше 

единицы: ( ) 1L S


  [8 (4.2.3, 4.4.3), 9]. Для опера-
тора S  условие ( ) 1L S


  эквивалентно неравен-

ству | | 1d   [9]. 
Введем обозначения:  

11( )( ) ( ) ( )x t x t ax t  , 12( )( ) ( )y t by t ,  

21( )( ) ( )x t cx t , 22( )( ) ( ) ( )( )y t y t Sy t  . 
Выполним преобразование  

1 1
11 12 22 21 12 22 1 1( )x x f g f            . 

Запишем в исходных терминах 
( )( )x t  = 1( ) ( ) (( ) )( )x t ax t bc I S x t

   =  
     = 1

1 1( ) (( ) )( ) ( )f t b I S g t f t   , [0, )t  .   (3) 
Подействуем оператором ( ) :I S L L   , 

получим уравнение  )()())(()( tbcxtaxtxStx   
)())(( 2 tftSxa   = 1 1( ) ( )( )f t Sf t , [0, )t  . Соот-

ветствующий характеристический многочлен  
имеет вид ( )

1 2 3 4
h he e e               1 2 3 4
h he e e                , где 

1 bc   , 2 a  , 3 ad   , 4 d   .  
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Возьмем уравнение (3) ( )( )x t = ( ) ( ) (( ) )( )x t ax t bc I S x t    
1( ) ( ) (( ) )( )x t ax t bc I S x t   = 1( )f t . Примем за модельное 

уравнение ),(=)()(=))(( 0 tztaxtxtx  применим 
для него формулу Коши  

,
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

ax t X t x C t s z s ds   . 

Положим, (0) 0x  , 1
1 ( )z f bc I S x   . Тогда 

.)())()((),(=)( 3
1

0
, tfdssxSIstCbctx

t

a   
 

Оценим норму оператора  

, ,
0 0

|| || sup | ( , ) |
t

a L C a
t

C C t s ds 


  |. 

Из результатов С.А. Гусаренко [10] следует 
aC СLa )/(=|||| ,  

   /2,<<0 a  =)(  

СLC 
 |||| 1, , при этом, 1,( ) || || 1 0 1/L CC e  


     

( ) || || 1 0 1/C e       . Получим, что при 0 / 2a    
уравнение (3) будет 0( , )D L -устойчиво, если 
| | (1 | |) / ( )bc a d    . Отсюда следует, что для лю-
бого 1f L  решение x L  и его производная 
x L , то есть x W . 

Таким образом, мы решили задачу, когда для 
уравнения (2) при любом { , }f g L L    ее реше-
ния { , }x y W L   . 

Пример 2. Рассмотрим два уравнения:  
11 12 1 2( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t a x t a x t         

( ) ( ), 0,by t f t t    ( ) 0, 0,x     

11 12 1 2( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t a x t a x t       
( ) ( ), 0,by t f t t    

11 1 2, , , ( , ) { , } ,Lf L x x L D L W a a
        

(  – угол Андронова – Майера на комплексной 
плоскости [11]), 

.0),(=))(()()(
))(())((

1

2221



ttgtSytytcx

tytx 
 

Введем обозначения:  
11 1 2( )( ) ( ) ( ) ( )x t x t a x t a x t   , 12( )( ) ( )y t by t , 

21( )( ) ( )x t cx t , 22( )( ) ( ) ( )( )y t y t Sy t  . 
Выполним преобразование  

1 1
11 12 22 21 12 22 1 1( )x x f g f            . 

Запишем в исходных терминах: 
( )( )x t = 1

1 2( ) ( ) ( ) (( ) )( )x t a x t a x t bc I S x t
      

     = 1
1 1( ) (( ) )( ) ( )f t b I S g t f t   , [0, )t  .      

Подействуем оператором ( ) :I S L L   , 
получим уравнение 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t dx t h a bc x t a x t a dx t         

1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )hx t dx t h a bc x t a x t a dx t       2 2( ) ( ), 0,ha dx t f t t   ( ) ( ), 0,a dx t f t t   . Соот-
ветствующий характеристический многочлен  
имеет вид ( )

1 2 3 4 5
h h he e e e                    

( )
1 2 3 4 5

h h he e e e                   , где 1 1a bc   , 2 2a  , 3 1a d   , 

4 2a d   , 4 d   .  
Примем за модельное уравнение 

.0),(=)()()(=))(( 210  ttztxatxatxtx   
Обозначим через 

1 2, , ( , )a aC t s  функцию Коши мо-
дельного уравнения. Сделаем в модельном урав-
нении подстановку 1( ) ( ) a tx t y t e , 1( ) ( ) a tz t g t e , 

1 0a  . Тогда модельное уравнение примет вид 
1

2( ) ( ) ( ), 0.ay t a e y t g t t
    Возьмем 1

2
ap a e  , 

обозначим через , ( , )pW t s  функцию Коши этого 
уравнения. Из результатов С.А. Гусаренко [10] 
следует, что ,|| || ( ) / 0 / 2p L CW p p    


    . 

Отсюда получим  
1 2, , , 1 1|| || || || / ( ) /( )a a L C p L CC W a a p   

    . 

Положим (0) 0x  , 1
1 ( )z f bc I S x   , тогда 

.)())()((),(=)( 3
1

0
,, 21

tfdssxSIstCbctx
t

aa   
 

Оценим норму оператора, стоящего справа. 
Она меньше 1, если 1

20 / 2ap a e      и 1 0a  ,  
и выполняется неравенство 

 )(|)/|(1|<| 1 dpabc  

)(|)/|(1|<| 1
21  deaabc a  . 

Пример 3. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()(
=))(())(( 1211





ttftbytaxtx
tytx




 

11, , , ( , ) 0,Lf L x x L D L W a
        

,0),(=))(()()(
=))(())((

1

2221



ttgtSytytcx

tytx 
 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
 )()(=))(( taxtxtx   

               .0),(=)())(( 1
1   ttftxSIbc 

            (4) 
С помощью оператора ( ) :I S L L   , по-

лучим уравнение  )()()()( tbcxtaxtxdtx h   
.0),(=)( 2  ttftadxh  Соответствующий характе-

ристический многочлен (квазиполином) имеет  
вид 1 2 3 4

h he e e             , где 1 a  , 

2 bc   , 3 ad   , 4 d   .  
Рассмотрим уравнение (4) 

( )( )x t  = 1( ) ( ) (( ) ) ( )x t ax t bc I S x t
   = 1( )f t . 

Примем за модельное уравнение =))(( 0 tx  
),(=)()( tztaxtx    применим для него формулу 

Коши 
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

x t X t x C t s z s ds   , где 

( )( , ) a t sC t s e  , ( ) atX t e . Положим, (0) 0x  , 
1

1 (( ) )z f bc I S x 
   . Тогда 

.)()())((),(=)( 3
1

0

tfdssxSIstCbctx
t
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Оценим норму оператора, стоящего справа, 
она будет меньше 1, если | | (1 | |)bc a d  . 

Пример 4. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()(
=))(())(( 1211




ttftbytaxtx
tytx




 

11, , , ( , ) 0,Lf L x x L D L W a
        

.0),(=))(()()(
=))(())((

1

2221




ttgtSytytcx
tytx




 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
 )()(=))(( taxtxtx   

              .0),(=))()(( 1
1   ttftxSIbc 

             (5) 
Подействуем оператором ( ) :I S L L   , 

получим уравнение  )()()()( tbcxtaxtxdtx h   
.0),(=)( 2  ttftadxh  Соответствующий характе-

ристический многочлен (квазиполином) имеет  
вид 1 2 3 4

h he e e             , где 1 a  , 

2 bc   , 3 ad   , 4 d   .  
Уравнение (5) исследуется так же, как и 

уравнение (4). Оценим норму оператора, стоящего 
справа: она будет меньше 1 при | | (1 | |)bc a d  . 

Пример 5. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()(
=))(())((

1

1211



ttftbytaxtx

tytx




 

11, , , ( , ) 0,Lf L x x L D L W a
        

.0),(=))(()()(
=))(())((

12

2221



ttgtSytytcx

tytx




 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
 )()(=))(( taxtxtx   

  .0),(=)())(( 112
1   ttftxSIbc        (6) 

Подействуем оператором ( ) :I S L L   , 
получим уравнение  )()()()( tadxtaxtxdtx hh  

.0),(=)( 221
  ttftbcx   Соответствующий ха-

рактеристический многочлен (квазиполином) име-
ет вид 1 2( )

1 2 3 4
h he e e              , где 

1 a  , 2 ad   , 3 bc   , 4 d   .  
Рассмотрим уравнение (6) 

( )( )x t =
2 1

1( ) ( ) (( ) ) ( )x t ax t bc I S x t 
   = 1( )f t . 

Примем за модельное уравнение =))(( 0 tx  
),(=)()(= tztaxtx   используем для него форму-

лу Коши 
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

x t X t x C t s z s ds   , где 

( ) atX t e , ( )( , ) a t sC t s e  . Положим, (0) 0x  , 

2 1

1
1 (( ) )z f bc I S x 

   , тогда 

.)()())((),(=)( 3
1

0
12

tfdssxSIstCbctx
t

  
 

Оценим норму оператора, стоящего справа: 
она будет меньше 1, если | | (1 | |)bc a d  . 

Пример 6. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()(
=))(())((

1

1211



ttftbytaxtx

tytx




 

/2,<<0),(,,, 11 aWLDLxxLf L 
   

.0),(=))(()()(
))(())((

1

2221



ttgtSytytcx

tytx 
 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
 )()(=))(( taxtxtx   

              .0),(=)())(( 11
1   ttftxSIbc          (7) 

Подействуем оператором ( ) :I S L L   , 
получим уравнение )()()()(

1
tbcxtaxtxdtx h     

.0),(=)( 2   ttftadx h  Соответствующий ха-
рактеристический многочлен (квазиполином) име-
ет вид 1 ( )

1 2 3 4
h he e e e               , где 

1 a  , 2 bc   , 3 ad   , 4 d   .  
Примем за модельное уравнение =))(( 0 tx  

),(=)()( tztaxtx    используем для него  

формулу Коши ,
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

ax t X t x C t s z s ds   . 

Положим, (0) 0x  , 
1

1
1 (( ) )z f bc I S x 

   . Тогда 

.)()())((),(=)( 3
1

0
, 1

tfdssxSIstCbctx
t

a   
 

Оценим норму оператора  

, ,
0 0

|| || sup | ( , ) |
t

a L C a
t

C C t s ds 


  |. 

Из результатов С.А. Гусаренко [10] следует 
aC СLa )/(=|||| ,  

   /2,<<0 a  =)(  

СLC 
 |||| 1, , при этом 1||||)( 1,   СLC   

( ) || || 1 0 1/C e       . Получаем, что уравнение (7) при 
0 / 2a    будет 0( , )D L -устойчиво, если 
| | (1 | |) / ( )bc a d    . 

Пример 7. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()(
=))(())(( 1211





ttftbytaxtx
tytx




 

/2,<<0),(,,, 11 aWLDLxxLf L 
   

.0),(=))(()()(
=))(())((

11

2221



ttgtSytytcx

tytx




 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
 )()(=))(( taxtxtx   

                 .0),(=))()(( 1
1

1
  ttftxSIbc 

          (8) 

Подействуем оператором ( ) :I S L L   , 
получим уравнение  )()()( taxtxdtx h   

.0),(=)()( 21
  ttftadxtbcx h  Соответствую-

щий характеристический многочлен имеет вид 
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1 ( )
1 2 3 4

h he e e e               , где 1 a  , 

2 bc   , 3 ad   , 4 d   .  
Примем за модельное уравнение ))(( 0 tx  

),(=)()(= tztaxtx   используем для него  

формулу Коши ,
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

ax t X t x C t s z s ds   . 

Положим, (0) 0x  , 
1

1
1 ( )z f bc I S x

   . Тогда  

.)())()((),( 3
1

0
, 1

tfdssxSIstCbc
t

a     

Оценим норму оператора  

, ,
0 0

|| || sup | ( , ) |
t

a L C a
t

C C t s ds 


  . 

Из результатов С.А. Гусаренко [10] следует 
aC СLa )/(=|||| ,  

   /2,<<0 a  =)(  

|||| 1, СLC 
  , при этом 1,( ) || || 1 0 1/L CC e  


     

( ) || || 1 0 1/C e       . Получим, что уравнение (8) при 
0 / 2a    будет 0( , )D L -устойчиво, если 
| | (1 | |) / ( )bc a d    . 

Пример 8. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()(
))(())((

1

1211



ttftbytaxtx

tytx




 

/2,<<0),(,,, 11 aWLDLxxLf L 
 

.0),(=))(()()(
=))(())((

12

2221



ttgtSytytcx

tytx




 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
 )()(=))(( taxtxtx   

   .0),(=)())(( 1
1

12
  ttftxSIbc         (9) 

Подействуем оператором ( ) :I S L L   , полу-
чим уравнение   )()()()( tadxtaxtxdtx hh   

.0),(=)( 221
  ttftbcx  Соответствующий ха-

рактеристический многочлен (квазиполином) име-
ет вид 1 2( )( )

1 2 3 4
h he e e e                  , 

где 1 a  , 2 ad   , 3 bc   , 4 d   .  
Примем за модельное уравнение =))(( 0 tx  

),(=)()( tztaxtx    используем для него  

формулу Коши ,
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

ax t X t x C t s z s ds   . 

Положим, (0) 0x  , 
2 1

1
1 (( ) )z f bc I S x 

   . Тогда 

.)()())((),(=)( 3
1

0
, 12

tfdssxSIstCbctx
t

a   
 

Оценим норму оператора  

, ,
0 0

|| || sup | ( , ) |
t

a L C a
t

C C t s ds 


  . 

Из результатов С.А. Гусаренко [10] следует 
aC СLa )/(=|||| ,  

   /2,<<0 a  =)(  

|||| 1, СLC 
  , при этом 1,( ) || || 1 0 1/L CC e  


     

( ) || || 1 0 1/C e       . Получим, что уравнение (9) при 
0 / 2a    будет 0( , )D L -устойчиво, если 
| | (1 | |) / ( )bc a d    . 

Пример 9. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()()(
=))(())((

121

1211



ttftbytxatxatx

tytx




 

11 1 2, , , ( , ) { , } ,Lf L x x L D L W a a
        

.0),(=))(()()(
=))(())((

1

2221



ttgtSytytcx

tytx 
 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
 )()()(=))(( 21 txatxatxtx               
.0),(=)())(( 1

1
1

  ttftxSIbc 
               

Подействуем оператором ( ) :I S L L   , 
получим уравнение  )()()()( 21 txatxatxdtx h   

.0),(=)()()( 221 1
  ttftbcxtdxatdxa hh   Со-

ответствующий характеристический многочлен 
имеет вид ( )

1 2 3 4
h he e e                

1
5 6

he e      , где 1 1a  , 2 2a  , 3 1a d   , 

4 2a d   , 5 bc   , 6 d   . 
Примем за модельное уравнение =))(( 0 tx  

),(=)()()( 21 tztxatxatx   используем для 
этого уравнения формулу Коши 

1 2, ,
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

a ax t X t x C t s z s ds   . Положим, 

(0) 0x  , 
1

1
1 (( ) )z f bc I S x 

   . Тогда  

.)()())((),(=)( 3
1

0
,, 121

tfdssxSIstCbctx
t

aa   
 

Оценим норму оператора  

1 2 1 2, , , ,
0 0

|| || sup | ( , ) |
t

a a L C a a
t

C C t s ds 


  . 

Из результатов С.А. Гусаренко [10] и выше-

изложенного следует: ,= 1
2

aeap  ),,(, stWp   

pW CLp )/(=|||| ,  
   /2,<<0 p   

1 2, , , 1 1|| || || || / ( ) /( )a a L C p L CC W a a p   
    . 

Положим, (0) 0x  , 
1

1
1 (( ) )z f bc I S x 

   . Тогда  

.)()())((),(=)( 3
1

0
,, 121

tfdssxSIstCbctx
t

aa   
 

Оценим норму оператора, стоящего справа: она 
будет меньше 1, если 1

20 / 2ap a e     , 1 0a   и 
выполняется неравенство 

.)(|)/|(1|<|)(|)/|(1|<| 1
211   deaabcdpabc a 

Пример 10. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()()(
=))(())((

21

1211




ttftbytxatxatx
tytx
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11 1 2, , , ( , ) { , } ,Lf L x x L D L W a a
        

.0),(=))(()()(
))(())((

1

2221

1



ttgtSytytcx

tytx




 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
 )()()(=))(( 21 txatxatxtx   

                  .0),(=))()(( 1
1

1
  ttftxSIbc 

              

Подействуем оператором ( ) :I S L L   , 
получим уравнение  )()()()( 21 txatxatxdtx h   

.0),(=)()()( 221 1
  ttftbcxtdxatdxa hh   Со-

ответствующий характеристический многочлен 
имеет вид ( )

1 2 3 4
h he e e                

1
5 6

he e      , где 1 1a  , 2 2a  , 3 1a d   , 

4 2a d   , 5 bc   , 6 d   . 
Примем за модельное уравнение =))(( 0 tx  

),(=)()()( 21 tztxatxatx    применим для  
этого уравнения формулу Коши 

1 2, ,
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

a ax t X t x C t s z s ds   . 

Оценим норму оператора  

1 2 1 2, , , ,
0 0

|| || sup | ( , ) |
t

a a L C a a
t

C C t s ds 


  . 

Из результатов С.А. Гусаренко [10] и выше-

изложенного следует: ),,(,= ,12 stWeap p
a


  

1 2, , , 1 1|| || || || / ( ) /( )a a L C p L CC W a a p   
    . Поло-

жим, (0) 0x  , 
1

1
1 ( )z f bc I S x

   . Тогда =)(tx  

.)())()((),( 3
1

0
,, 121

tfdssxSIstCbc
t

aa     Оценим 

норму оператора, стоящего справа: она будет 
меньше 1, если 1

20 / 2ap a e     , 1 0a   и вы-
полняется неравенство  )(|)/|(1|<| 1 dpabc  

.)(|)/|(1|<| 1
21  deaabc a   

Пример 11. Рассмотрим два уравнения: 

0,),(=)()()()(
=))(())((

121

1211



ttftbytxatxatx

tytx




 

11 1 2, , , ( , ) { , } ,Lf L x x L D L W a a
        

.0),(=))(()()(
=))(())((

1

2221

2



ttgtSytytcx

tytx




 

Как и ранее, запишем в исходных терминах: 
=)())(()()()(=))((

12
1

21 txSIbctxatxatxtx 


.0),(1  ttf  Подействуем оператором ( ) :I S L L  
( ) :I S L L   , получим уравнение  )()()( 1 txatxdtx h  

),(=)()()()( 2212 21
tftbcxtdxatdxatxa hh   

.0t  Соответствующий характеристический 
многочлен имеет вид 1 2 3 4

h he e e               
( )

1 2 3 4
h he e e               1 2( )

5 6
he e         , где 1 1a  , 

2 2a  , 3 1a d   , 4 2a d   , 5 bc   , 6 d   . 
Примем за модельное уравнение =))(( 0 tx  

),(=)()()( 21 tztxatxatx   применим для  
этого уравнения формулу Коши 

1 2, ,
0

( ) ( ) (0) ( , ) ( )
t

a ax t X t x C t s z s ds   . 

Оценим норму оператора  

1 2 1 2, , , ,
0 0

|| || sup | ( , ) |
t

a a L C a a
t

C C t s ds 


  . 

Из результатов С.А. Гусаренко [10] и выше-

изложенного следует: ),,(,= ,12 stWeap p
a


   

/2,<<0)/(=|||| ,  ppW CLp 
 

1 2, , , 1 1|| || || || / ( ) /( )a a L C p L CC W a a p   
    . 

Положим, (0) 0x  , 
2 1

1
1 (( ) )z f bc I S x 

   . Тогда 
тогда 

.)()())((),(=)( 3
1

0
,, 1221

tfdssxSIstCbctx
t

aa     

Оценим норму оператора, стоящего справа: она 
будет меньше 1, если 1

20 / 2ap a e     , 1 0a   и 
выполняется неравенство  

 )(|)/|(1|<| 1 dpabc  

.)(|)/|(1|<| 1
21  deaabc a   
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